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RESUMEN

En el presente trabajo se reporta el disefio, implementacién y evaluacién de una
secuencia did4ctica cuyo objetivo general es promover el desarrollo de conocimiento
y comprension alrededor del concepto de funcidn; en particular, de la funcion
exponencial y conceptos asociados, como variacion y tasa de cambio, en estudiantes
de los primeros semestres de nivel superior, a través de la modelacion de situaciones
gue impliquen que hagan uso de conceptos asociados. Los estudiantes que abordaron
la secuencia didactica se caracterizan por ser alumnos a quienes les disgustan las
matematicas y creen que aprenderlas consiste en memorizar conceptos, algoritmos y
férmulas, ademas de que carecen de experiencias en la resolucién de problemas y

modelacion.

Los antecedentes considerados para el disefio de la secuencia fueron: (1) las
aproximaciones didacticas a las que se han enfrentado los estudiantes se caracterizan
por el énfasis en conceptos que se aprenden de manera aislada (2) se han
documentado dificultades en el aprendizaje de la funcién exponencial y conceptos
asociados (Arleback y Doerr, 2013), particularmente cuando las tasas de cambio son
negativas. Otras dificultades se relacionan con el uso del lenguaje para describir y
representar matematicamente fenémenos de cambio, asi como la falta de habilidad
para encontrar la relacion entre las diversas representaciones (por ejemplo, gréficos,

tablas y ecuaciones) y para utilizar estas ideas a otros contextos.

La fundamentacion tedrica para el disefio, implementaciéon y analisis de la secuencia
didactica fue la de Modelos y Modelacion. Desde esta perspectiva, aprender
matematicas implica la construccién de modelos mateméticamente significativos a lo

largo de diferentes dimensiones (Lesh y Doerr, 2003).

En la secuencia didactica se propone a los estudiantes, en una primera fase, modelar
con lapiz y papel una situacién acerca del crecimiento y decrecimiento de una
poblacién de manaties. Posteriormente, realizaron simulaciones mediante el software

NetLogo, al variar los parametros del modelo original. Finalmente, se propone que
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resuelvan una actividad que emplea los mismos conceptos matematicos, pero en un

contexto diferente, con la finalidad de generar la transferencia de sus conocimientos.

Los resultados muestran que al resolver las actividades de esta secuencia, los
estudiantes conjeturaron, observaron patrones, generalizaron y evaluaron sus ideas
matematicas relacionadas con el concepto de funcion, funcion exponencial y
conceptos asociados. Cumpliéndose asi los objetivos de la secuencia didactica. En el
proceso de solucion de las actividades, se identificaron varios ciclos de comprension
caracterizados por distintas formas o maneras de pensamiento: numéricas, numéricas
tabulares, gréficas y algebraicas. La participacion del docente fue fundamental porque
apoyo al estudiante al descubrimiento y construccidn de relaciones o distintas formas

de pensamiento.

Los resultados descritos coinciden con lo sefialado en la literatura de investigacion
(Lesh y Doerr, 2003), respecto a que en un proceso de modelacién los estudiantes
muestran distintos ciclos de comprensién. En cada uno de ellos, los alumnos
modifican, extienden y refinan su forma de pensar, lo cual se observa a través de las
distintas representaciones que utilizan. Los modelos iniciales estan estrechamente

relacionados con la comprension de la situacion y los recursos de los estudiantes.
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CAPITULO 1

EL PROBLEMA

En el capitulo se plantean los antecedentes, justificacion y la descripcion del problema
abordado. Se presenta el objetivo de la tesis y el de la secuencia didactica, asi como

sus alcances y limitaciones.

1. 1 Antecedentes

De acuerdo con Stewart (2003): “Cambios de todo tipo influyen en nuestras vidas” (p.
193). Es por ello que surge la importancia y necesidad de entender, describir, predecir
y controlar nuestro entorno. Asi mismo, el medio mas eficaz para llevar a cabo esta
tarea son las matematicas. Abrate y Pochulu (2006) mencionan que “las funciones son
herramientas para describir, explicar y predecir las relaciones entre cantidades que
estan cambiando” (p.18), por lo tanto ellas nos permiten modelar situaciones de la vida

real.

Las funciones exponenciales y logaritmicas son trascendentes, ya que no se pueden
definir sélo en términos de una cantidad finita de sumas, restas, multiplicaciones,
divisiones y potencias racionales de una variable (Swokowski, 2009, p.319). Este tipo
de funciones tienen gran importancia en matematicas y se aplican en casi todos los
campos de trabajo del hombre. Resultan especialmente Utiles en quimica, biologia,
fisica e ingenieria, donde ayudan a describir cobmo crecen o decrecen magnitudes en

la naturaleza.

Si bien el concepto de funcion se incluye en el curriculo y se busca que los alumnos
lo aprendan desde muy temprana edad, no es un concepto sencillo de entender.
Algunas de las razones se deben a que desarrollar niveles progresivos de
entendimiento requiere relacionar distintas representaciones y otros conceptos, tales
como dominio, rango, variable, tasa de cambio, dependencia, crecimiento,
continuidad, ademas de ser capaz de utilizar todas esas ideas para generar modelos

gue posibiliten interpretar, describir, explicar y predecir el comportamiento de
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fendmenos naturales o sociales (Abrate y Pochulu, 2006). La pregunta que surge
entonces es ¢Queé tipo de situaciones o propuestas se deben construir para que los
estudiantes desarrollen esos niveles progresivos de entendimiento? ¢ Como apoyar el
desarrollo de habilidades para que los estudiantes generen modelos sustentados en
conceptos importantes que se relacionan con el concepto de funcién? ¢ Cuales son

€s0s conceptos importantes?

Las exigencias del mundo actual, requieren que los estudiantes desarrollen flexibilidad
para razonar sobre fendmenos de su entorno, analizarlos cualitativa y
cuantitativamente y modelar su comportamiento. Aprender a emplear algoritmos sin
comprender los conceptos matematicos subyacentes constituye un problema
persistente en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Psicélogos y
educadores han discutido durante afios la necesidad de cambiar las formas
tradicionales de ensefianza enfocadas en la memorizacion de reglas y procedimientos

(National Council of Teachers of Mathematics, 2000).

Existen algunas propuestas diferentes a las tradicionales para abordar el aprendizaje
de la funcion y funcién exponencial mediante situaciones-problema. Un ejemplo de la
aproximacion anterior, para el tema de funciones exponenciales y logaritmicas se
puede revisar en Guzman (2005). La propuesta fue disefiada para el nivel medio
superior y se encuentra detallada cada una de las actividades sugeridas. Sin embargo,
en esa misma referencia no se explica como fue elaborada la propuesta y cuéles han

sido los resultados al implementarla.

Otro ejemplo es el proyecto Who Wants to be a Millionaire?, disefiado para que los
estudiantes aprendan el concepto de funcién exponencial al resolver una situacién
real (The University of Texas of Austin, 2014). El proyecto se estructur6 a partir de
tres situaciones financieras diferentes, las cuales mediante la construccion de
modelos pueden apoyar la elaboracion de conclusiones acerca de la eficacia de cada
plan que se propone. La actividad final se incluye para generar que los estudiantes
apliquen lo aprendido con el fin de crear su propio plan de convertirse en millonarios
cuando se jubilen. La descripcidén de este proyecto incluye una descripcion detallada

en cuanto a mapas conceptuales, hojas de trabajo para los estudiantes y calendarios
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de implementacion de la actividad. Lo Unico que faltaria agregar son los resultados
obtenidos.

Autores como Arlebéck y Doerr (2013) han realizado modelos teéricos para examinar
el razonamiento de los estudiantes al abordar tareas acerca de las funciones
exponenciales. En estos trabajos definen a la funcién exponencial como una funcién
con tasa de cambio promedio constante, y proponen que el aprendizaje de la funcién
exponencial se fomente a través de la generacion de modelos para describir

situaciones cercanas a contextos reales.

En esta tesis se considerd importante revisar estas diferentes propuestas
mencionadas por ser distintas a las tradicionales, cuya revision determino la necesidad

de replantearse lo que significa aprender el concepto de funcién exponencial.

1.2. Justificacion

En el sistema educativo mexicano el concepto de funcion se introduce desde la
educacion preescolar. De acuerdo con el programa de estudios 2011 los Estandares
Curriculares de Mateméticas se organizan en dos aspectos: Numero, y Forma,
espacio y medida (SEP, 2015). En estos estdndares se espera lo siguiente: (1) que
los alumnos desarrollen conocimientos y habilidades matematicas en torno a
representacion de informaciébn numérica, patrones y relaciones numéricas; (2) la
expectativa es que los estudiantes a partir de diferentes criterios y comparacion del
tamafio de ciertos conjuntos rednan informacion de situaciones familiares y la
representen por medio de objetos, dibujos, numeros o cuadros sencillos y tablas; (3)
se espera que los alumnos agrupen objetos segun sus atributos cualitativos y
cuantitativos (por ejemplo, forma, color, textura, utilidad, cantidad y tamafo); (4)
recopilen datos del ambiente y los expresen en una tabla de frecuencias. Todos estos

conocimientos y habilidades estan relacionados con el concepto de funcion.

El tema de funciones, se aborda en el bloque VII de Matemaéticas 1V, en el nivel medio
superior. Con respecto al concepto de funcion exponencial se espera, que el alumno
sea capaz de determinar si la funcidon es creciente o decreciente a partir de su

expresion algebraica; obtenga valores de funciones exponenciales y logaritmicas
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utilizando tablas o calculadora; pueda trazar las graficas de estas funciones tabulando
valores; utilice las propiedades de los logaritmos para resolver ecuaciones
exponenciales y logaritmicas, asi como logre aplicar las propiedades y relaciones de
las funciones exponenciales y logaritmicas para modelar y resolver problemas

(Direccion Académica de la Direccion General del Bachillerato, 2014).

En la Universidad de Quintana Roo, el tema de funciones exponenciales se incluye en
la unidad de Funciones del programa del curso Matematicas Basicas. Es una
asignatura general, cuyo objetivo es que el alumno resuelva y modele situaciones
asociadas con la vida real, donde describa y represente grafica y simbdlicamente el
comportamiento de fendmenos a través de la construccion de modelos que impliquen
el uso de la funcién exponencial. El programa de la asignatura se organiza en cuatro
unidades. En la primera unidad se abordan los temas de transformaciones de
expresiones algebraicas, ecuaciones con una incégnita, sistemas de ecuaciones y
desigualdades. En la segunda unidad se incluyen los temas de variacion, proporcion,
progresiones aritméticas, geométricas y armonicas. En la tercera unidad se propone
el estudio de las funciones, el objetivo particular de esa unidad esta enfocado a que
los estudiantes puedan describir y representar el comportamiento de fenbmenos a
partir de las funciones; se incluyen las funciones elementales dentro de las cuales se
encuentran las funciones exponenciales. En la cuarta unidad se abordan contenidos

de probabilidad y estadistica, teoria de conjuntos y técnicas de conteo (DCI, 2007).

A pesar de que el concepto de funcién es incorporado en los programas desde los
niveles basicos y las expectativas de aprendizaje son ambiciosas, se observa que aun
persisten dificultades de comprension del concepto en los estudiantes del nivel
superior. Entre las dificultades identificadas en los alumnos de los primeros semestres
de licenciatura de la Universidad de Quintana Roo se encuentran las siguientes:
desconocimiento de cdmo recopilar datos y organizarlos, conflictos relacionados con
el uso del lenguaje en la descripcion de los fendmenos cambiantes para expresarlo
mediante un lenguaje matematico mas formal, falta de habilidad para encontrar la

relacion entre las diversas representaciones (por ejemplo, graficos, tablas y
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ecuaciones) y la transferencia de éstas en otro contexto, obstaculos para analizar

tasas de cambio (positivas y negativas).

Estas dificultades no son particulares de los estudiantes mexicanos pues se han
documentado en investigaciones como las de Arleback y Doerr (2013), las cuales
mencionan, ademas, que el aprendizaje del concepto de funcion exponencial es aun
mas complejo ya que éste se caracteriza por una tasa de cambio no constante. Para
abordar estas dificultades, estas investigadoras proponen el uso de la perspectiva de
Modelos y Modelacion (Lesh y Doerr, 2003), en la cual el aprendizaje de las
matematicas se puede interpretar como el desarrollo de sistemas conceptuales o
modelos que permitan a los estudiantes describir, explicar, manipular y predecir el
comportamiento de situaciones; dichos modelos se van refinando en la medida que
los estudiantes adquieren experiencia con distintas situaciones y la comunican a sus

compaiieros y maestros.

De lo anterior se deriva el problema ¢Como una secuencia disefiada para la
modelacién de situaciones cercanas a la vida real puede propiciar, en estudiantes de
nivel superior, el desarrollo de conocimiento alrededor de la funcién exponencial y
conceptos relacionados? El trabajo que se presenta en esta tesis se derivé del interés

por dar respuesta a esta pregunta.

La hipétesis que sirvid para la elaboracion de la secuencia fue que los estudiantes
pueden desarrollar conocimiento sobre el concepto de la funcién exponencial si
analizan no solo su definicion, sino también la relaciébn que tiene ésta con otros
conceptos matematicos (dominio, rango, variable, tasa de cambio, dependencia,
crecimiento, continuidad), y desarrollan habilidades al utilizarla para resolver
problemas. Es decir, si los estudiantes tienen la oportunidad de construir, modificar y
refinar sus modelos o formas de pensar en torno al concepto de funcién exponencial

como una herramienta para describir, explicar y predecir situaciones.
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1.3. Objetivos

Objetivo general de la tesis

El objetivo general de la tesis es documentar el disefio, implementacion y evaluacion
de una secuencia didactica que promueva en estudiantes de los primeros semestres
de nivel superior el desarrollo de conocimiento y comprension alrededor del concepto
de funcién exponencial, mediante la modelacién de situaciones que impliquen que el

estudiante haga uso de conceptos asociados, como variacion y tasa de cambio.
Objetivos de la secuencia didactica

Se desea que al término de la implementacion de la secuencia didactica se logren los
siguientes objetivos de aprendizaje asociados a la resoluciéon de problemas,

simulacién y modelacion de situaciones.

= Que el alumno logre describir, interpretar, explicar y predecir situaciones donde
intervienen los conceptos de variacion y tasa de cambio no constante. En
particular, que estén relacionadas con la funcién exponencial.

= Que el alumno generalice a partir de la identificacion de patrones y establezca la
funcién exponencial en su forma algebraica.

* Que el alumno desarrolle conocimiento para el calculo de raices o puntos
particulares en las funciones exponenciales a través del empleo de ecuaciones

exponenciales y el modelo de su grafica al variar pardmetros.

Al final de la implementacién de la secuencia didactica se espera que los estudiantes

puedan resolver situaciones como la siguiente (Figura 1.1).
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Planes de inversion

José quiere comprar una consola de videojuegos que tiene un costo de $6400, el cual una vez adquirido su
valor se deprecia 30% anualmente. FEl recibio $2000 de sus utilidades, como es un dinero extra desea
ingresarlo en una cuenta de inversion en un banco para ahorrar y poder adquirir la consola de juegos. Existen
dos opciones, la inversion tipo A con la cual gana un interés del 24% sobre el monto total generado
anualmente, y la inversion tipo B con la cual gana una tasa de interés 2% sobre el monto total generado

mensualmente.

Ayuda a José a elegir la inversion con la que pueda adquirir en menos afos el X-BOX, v a explicarle que
sucedera con el valor del equipo una vez adquirido, para ello deberas escribir una carta donde les expliques
el procedimiento con el que obtuviste la informacion para tomar la decision y presentarle una grafica con la
que muestres que sucedera con su dinero desde el momento de invertirlo hasta tiempo después de adquirida

la consola de videojuegos.

José quiza visite otros bancos, asi que el procedimiento que le presentes le debera servir si le presentan otros
planes de inversion en otros bancos, y se lo deberas explicar de tal forma que pueda repetir tus

procedimientos para obtener la informacion necesaria.

Figura 1.1 Actividad Planes de inversion

Es decir, actividades donde el estudiante al resolverla: describa datos organizados en
forma tabular, cuyo comportamiento es exponencial; observe que la tasa de cambio
no es constante; calcule la tasa de cambio; relacionar la informacion tabular con la
representacion grafica; describa la informacion grafica e interpretarla en términos de

la representacion tabular asi como poder establecer la representacion algebraica

relacionada ( f(x)=k(l+c)").

1.4 Alcances y limitaciones del proyecto de tesis

La secuencia didactica diseflada en este trabajo de tesis es susceptible de
implementarse con estudiantes de nivel medio superior y primeros semestres de nivel
superior. En ésta s6lo se aborda uno de los temas del curriculo matematico que
comparten estos niveles educativos: funciones exponenciales. Al término de la
implementacion de la secuencia didactica los estudiantes deberan haber desarrollado
conocimientos relacionados con el concepto de funcidn exponencial y habilidades que
les permitan reconocer que la funcién exponencial puede ser utilizada para crear

modelos que permitan describir e interpretar situaciones con ciertas caracteristicas.
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El desarrollo de la secuencia didactica se organiza en actividades en las que los
alumnos construyen sistemas de representacion y los relacionan de forma integrada
al concepto de funcién exponencial; a través del trabajo en equipo y discusiones
grupales en las que los significados y uso de los simbolos son resultado de su

participacion activa en la comunidad de aprendizaje (Schoenfeld, 1992).

De acuerdo con el NCTM (2003) el uso de herramientas tecnolédgicas podria apoyar
una mejor comprension del desarrollo de los conocimientos matematicos (Capitulo 2
de esta tesis), por lo que en el disefio de la secuencia se incluyé el uso de
herramientas tecnoldgicas. En particular, se propone para su uso posterior a que el
estudiante realice un andlisis a lapiz y papel, ya que sera apoyo para llegar a la
generalizacion a través de casos particulares. El software matematico que se requiere
es NetLogo, para el andlisis de informacion en gréficas, y para orientar la resolucion
de la actividad a la comparacion de familias de problemas. De esta forma, la
secuencia did4ctica planteada requiere implementarse en lugares donde se cuente
con equipos de coémputo, lo cual podria ser una limitante para extender su uso en

otros contextos educativos que no cuenten con esta tecnologia.

Por otro lado, se destina parte de la secuencia didactica al tema de logaritmos como
funcion inversa de la funcién exponencial aunque no con profundidad, en el sentido
de propiciar aprendizaje alrededor de este concepto, sus propiedades y manejo

algebraico.

Otra limitante es que el tiempo determinado para el desarrollo de las actividades, es
mayor al que se plantea en los curriculos revisados, debido a que los objetivos
propuestos son mas ambiciosos que aquellos planteados en el plan de estudios

oficial.
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CAPITULO 2

REVISION DE LA LITERATURA

En este capitulo se presenta la revisién de literatura que sirvi6 como sustento para
este trabajo de tesis. Se inicia con el analisis didactico, se continta con la revision del
tema de acuerdo con un libro de texto de matematicas oficial, finalmente, se describe

la perspectiva de Modelos y Modelacion.

2.1 Analisis didactico como planeacion didactica

La NCTM (2000), sefiala con respecto a la elaboracion del curriculo, que este debe
ser algo mas que una coleccidon de actividades, tiene que ser coherente, estar
centrado en matematicas importantes y bien articulado a través de los diferentes

niveles.

Simon y Tzur (2004) por su parte mencionan que para propiciar el desarrollo de
conocimiento en los estudiantes se deben considerar varios aspectos, los cuales
resume en el disefio de trayectorias hipotéticas de aprendizaje (THA). Las THA
consisten en andlisis de los objetivos para el aprendizaje de los estudiantes, las tareas
matematicas que se usaran para promover el aprendizaje de los estudiantes y las

hipoétesis acerca del proceso de aprendizaje de los estudiantes (Simon y Tzur, 2004).

Gbomez (2007) sugiere a los profesores de matematicas, en su formacion inicial,
desarrollar el andlisis didactico, una adaptacion de la nocion de trayectoria hipotética
de aprendizaje. Es un procedimiento ciclico que describe cémo el profesor deberia
idealmente disefar, llevar a la practica y evaluar actividades de ensefianza y
aprendizaje. Este procedimiento sugiere que el profesor pueda organizar la
ensefianza basdndose en el andlisis de cuatro aspectos importantes: el analisis de
contenido, el analisis cognitivo, el analisis de instruccién y el andlisis de actuacion. El
analisis didactico se describe en los siguientes parrafos tomando la referencia de
Gobmez (2007).
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El andlisis didactico requiere de conocimientos técnicos que permitan analizar el
contenido matematico con el proposito de identificar, desarrollar y organizar sus
diversos procedimientos. El conocimiento didactico es el conocimiento que el profesor
pone en juego y construye cuando realiza el analisis didactico. Este respalda el
proceso de planificacién, ejecucion y evaluacién, a través de conocimientos

disciplinares de referencia.
GoOmez (2002), organiza estos conocimientos de referencia en tres ejes:

= |La nocion de curriculo,
= |Los fundamentos de las matematicas escolares,

» Los organizadores del curriculo (p. 285).

Rico (1997b) relaciona los dos primeros ejes de los conocimientos disciplinares en

términos de cuatro preguntas:

= (¢ Qué es, en qué consiste el conocimiento?
= ¢Qué es el aprendizaje?
= ¢/ Qué es la ensefanza?

= ¢ Qué es, en qué consiste el conocimiento Gtil? (p. 381)

El término organizadores del curriculo se refiere a nociones de la didactica de la
matematica; se basa en “aquellos conocimientos que adoptamos como componentes
fundamentales para articular el disefio, desarrollo y evaluacion de unidades
didacticas” (Gémez, 2002, p. 287).

En el andlisis de contenido, se identifican, organizan y seleccionan los significados
relevantes de un concepto matematico considerados para la instruccion. Dentro este
analisis se tiene en cuenta tres tipos de significados: la estructura conceptual, los
sistemas de representacion y los modelos (analisis fenomenoldgico). La construccion
de la estructura conceptual es mediante un proceso que inicia con la identificacion de
los conceptos y la relacidn entre ellos; se desarrolla en la medida en que se tienen en
cuenta los sistemas de representacion, los modelos y los fenbmenos asociados.

25



En el analisis cognitivo se describen la hipbtesis acerca de como pueden progresar
los estudiantes en la construccion de su conocimiento al enfrentarse a las tareas que
se incluiran como actividades de ensefianza y aprendizaje. Este analisis se encuentra
respaldado por una descripcion de aquellos aspectos del conocimiento que se
relacionan con el concepto matematico que se tiene por objetivo desarrollar en los
estudiantes al implementar la secuencia didactica. El andlisis cognitivo implica
abordar los problemas propuestos con el objetivo de revisar los caminos que los
estudiantes podrian recorrer en el desarrollo de las diferentes capacidades basicas

con respecto al concepto matemético objeto de instruccion.

La descripcion del progreso de los escolares debe fundamentarse en la identificacion,

descripcion y relacion de cinco elementos:

1. Las capacidades que los escolares tienen antes de la instruccion.

2. Las capacidades que se espera que los escolares desarrollen con motivo de la
instruccion.
Las tareas que conforman la instruccion.

4. Las dificultades que los escolares pueden encontrar al abordar estas tareas.

Las hipoétesis sobre los caminos por los que se puede desarrollar el aprendizaje.

El término capacidad, se relaciona con los conocimientos, experiencias y habilidades
necesarias para desarrollar una tarea o actividad (Goémez y Lupiafiez, 2007, p. 85).

Se puede sefalar que el estudiante ha desarrollado cierta capacidad cuando puede

resolver tareas que se le solicitan. Las capacidades se caracterizan por:

= Ser especificas a un tema concreto.
= Poder incluir o involucrar otras capacidades.

» Estar vinculadas a tipos de tareas.

En el andlisis de instruccion se deben identificar y describir las actividades a utilizar
en la secuencia didactica, las cuales han de tener como propésito lograr los objetivos
descritos al comienzo del ciclo del andlisis didactico. Ademas, conviene considerar
los procesos de modelacion y de resolucion de problemas, asi como los materiales y

recursos disponibles a emplear.
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El problema de la planificacion en esta fase del andlisis didactico no es
necesariamente el de crear nuevas tareas, sino el de seleccionar justificadamente un
grupo de tareas que sean coherentes con los contenidos y objetivos propuestos al

inicio del ciclo y con los resultados de los analisis de contenido y cognitivo.

El andlisis de actuacion se enfoca en la descripcion de la comprension y la forma
como abordaron las tareas los estudiantes, para determinar las capacidades
desarrolladas y dificultades presentadas en la implementacion. Esta descripcion sigue
esquemas similares a los utilizados en el analisis cognitivo, de acuerdo con Gémez

(2012). El profesor debe reconocer:

= Conceptos y estructuras conceptuales puestas en juego.

» Representaciones empleadas de esos conceptos.

» Correspondencia que establecieron entre los conceptos.

» Vinculos determinados entre las representaciones de los conceptos.
* Modelos empleados.

El andlisis didactico que incluye el andlisis de contenido, el andlisis cognitivo, el

analisis de instruccién y el analisis de actuacion se resume en el siguiente diagrama.
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Figura 2. 1 Analisis didactico (Gomez, 2012)

El andlisis didactico (Gémez, 2012) sirvié en esta tesis como una guia metodolégica

general de como disefiar, llevar a la practica y evaluar actividades de ensefianza y

aprendizaje. Los objetivos de aprendizaje se establecieron al realizar el analisis de

contenido del concepto de funcion exponencial revisando diversos textos de

matematicas, los conocimientos y experiencias del docente. La perspectiva de

Modelos y Modelacion (Lesh y Doerr, 2003) determiné el significado de aprender

matematicas y por lo tanto influyd en el disefio de las actividades. En los siguientes

apartados se desarrollan estos temas.
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2.2 Definicidon de funcion y funcion exponencial

Existen diferentes situaciones en las que se observa que una cantidad depende de
otra. Por ejemplo, la estatura depende de la edad, el rendimiento del combustible de
un auto depende de los kilbmetros recorridos, los ingredientes necesarios para
elaborar una comida de la cantidad de las personas para las que se vaya a preparar.
La necesidad de describir la correspondencia en situaciones como estas dio origen al
concepto de funcién y funcién exponencial, los cuales se describiran en este apartado

2.2 de acuerdo con el libro de texto de Stewart, Jamesredlin, y Lothar (2007).

Una funcién f es una regla que asigna a cada elemento x en un conjunto A
exactamente un elemento, llamado f(x), en un conjunto B.

El simbolo f(x) selee“f”"de“x"0"“f”en“x”yyselellamavalorde f en x,0la
imagen de x bajo f . El conjunto A se llama dominio de la funcion. El rango de f es
el conjuntos de los valores posibles de f(x) cuando x varia a través del dominio, es
decir el rango de f ={f(x)|xe A}.

El simbolo que representa un numero arbitrario en el dominio de una funcion f se
llama variable independiente. El simbolo que representa un namero en el rango de f

se llama variable dependiente. Asi se escribe y= f(x), entonces x es la variable

independientey Yy es la variable dependiente.

Una funcién con dominio A se llama funcién uno a uno si no hay dos elementos de
A gue tengan la misma imagen. Las funciones uno a uno son importantes porque son

precisamente las funciones que poseen funciones inversas.

Una funcién f uno a uno con dominio A yrango B, tiene su funcion inversa f ™ con
dominio B y rango A y esta definida por f *(y)=x< f(x)=y para cualquier y en

B.

Una funcion se puede representar de diferentes maneras (Figura 2.1).
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Figura 2. 2 Representaciones de una funcion.

Las funciones se emplean con frecuencia para modelar cantidades cambiantes y la

grafica de una funcion f da un cuadro del comportamiento o “historia de vida” de la
funcion. Se puede leer el valor de f (x) de la grafica como la altura de la gréfica arriba
del punto x (Figura 2,2). En otras palabras, la grafica de f es el conjunto de los

puntos (x, y) tales que y = f (x).

Figura 2. 3 La altura de la gréafica arriba del punto x es el valor de f(x)
Se dice que la funcion f es creciente en un intervalo | si f(x,) < f(x,) siempre que
X, <X,en | yesdecreciente en unintervalo | si f(x)> f(x,)siempre que X, <X, en

| (Figura 2.3).
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Figura 2. 4 Funcion creciente y decreciente

La tasa de cambio promedio de la funcién y = f(x) entre x=ay x=bes

cambioeny f(b) — f(a)
cambioenx b—a

tasa de cambio promedio =

Figura 2. 5 Tasa de cambio promedio de la funcién

Si una funcién es creciente en un intervalo, entonces la tasa de cambio promedio
entre dos puntos cualesquiera es positiva, mientras que si una funcion es decreciente
en un intervalo, entonces la tasa de cambio promedio entre dos puntos cualesquiera

es negativa.

Ciertas transformaciones de wuna funcion afectan su gréfica, por ejemplo:
desplazamiento, reflexion y estiramiento.
Desplazamiento vertical. Supongase que ¢>0. Para que la grafica de y= f(x) se

desplace hacia arriba ¢ unidades se debe sumar esta cantidad a la funcion:

y=f(x)+c. Si se desea que la grafica de y= f(x) se desplace hacia abajo ¢

unidades entonces se debe restar esta cantidad a la funcion: y = f(x)-c.
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Figura 2. 6 Desplazamiento vertical de la gréafica de una funcién

Desplazamiento horizontal. Supongase que ¢ >0. Para que la graficade y= f(x) se
desplace a la derecha c unidades entonces el argumento de la funcién se debe
modificar como sigue: y = f(x —c). Si se desea que la grafica de y = f(x) se desplace
alaizquierda cunidades entonces el argumento de la funcién se debe modificar como

sigue:y = f(x+c).

Figura 2. 7 Desplazamiento vertical de la gréafica de una funcion
Reflexion. y=—f(x) refleja la grafica de y=f(x) en el eje x. y=f(-x)refleja la

graficade y=f(x) eneleje y.

Figura 2. 8 Reflexion de la gréfica de una funcién
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Estiramiento y acortamiento vertical. Si ¢>1, entonces la gréafica de y=c- f(x)
representa un estiramiento vertical de la grafica de y = f(x). Si 0<c <1, entonces la

grafica de y=c- f(x) representa un acortamiento vertical de la grafica de y = f(x).

Figura 2. 9 Estiramiento y acortamiento vertical de la grafica de una funcién

Estiramiento y acortamiento horizontal. Si ¢ >1, entonces la grafica de y= f(c-x)
representa un acortamiento horizontal de la graficade y = f(x). Si 0<c<1, entonces

y = f(c- x) representa un estiramiento horizontal de la grafica de y = f(x).

Figura 2. 10 Estiramiento y acortamiento horizontal

Las funciones pueden ser clasificadas de acuerdo a su forma (Lehman C. h., 2003).
Por ejemplo es algebraica si la variable independiente x estd sometida a un nimero
finito de una o varias de las seis operaciones del algebra. Todas las funciones que no
son algebraicas reciben el nombre de funciones trascendentes. Ejemplo de éstas son

las funciones trigonométricas, logaritmicas y exponenciales.

Se llama funcién exponencial de base a aquella cuya forma estandar es f (x) = a*,
donde a es una base constante definida por un numero real positivo diferente de 1y

X €s una potencia variable restringida a nimeros racionales.
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Al graficar la funcion exponencial f (x) = a* se observa que pasa por el punto (0,1)

porque a’ =1 para a=0. La funcién exponencial decrece si 0<a<1y crece si a>1.

Figura 2. 11 Grafica de la funcién exponencial

Otra caracteristica de su gréfica es que el eje xes una asintota horizontal para la
funcion exponencial f (x) = a*. Esto es porque cuando a > 1, se tiene a* = 0

cuando x —» —w, y cuando O<a<1, se tiene se tiene a* - 0 cuando x — .

Las funciones exponenciales se pueden trazar tomando su forma basica y aplicando
las transformaciones de desplazamiento y reflexion mencionadas para las funciones

en general.

Figura 2. 12 Tranformaciones de la funcién exponencial
Toda funcion exponencial f(x)=a*,con a>0 y a=1, esunafuncién uno aunoy por
lo tanto tiene una funcién inversa f ' llamada funcién logaritmica con base a y se
denota por log,, se define

log, x=y<=a’=x
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Asi, log, x es el exponente al que se debe elevar la base a para dar x.

Existen fendmenos naturales, sociales y mateméaticos que pueden ser modelados
especificamente por la funcién exponencial, por ejemplo el incremento del interés

compuesto, el crecimiento poblacional, la propagaciéon de enfermedades, etc.

La descripcién anterior del tema funcion y funcién exponencial es comiunmente
encontrada en algunos libros de texto. El concepto de funcion exponencial es
presentado con cierto orden lineal y, posteriormente, se incluyen ejercicios para

practicar lo aprendido.

El uso de distintas representaciones como parte del concepto de funcién exponencial
no siempre es tratado en los libros, ni en el aula cuando predomina el uso de pizarrén;
generalmente, se enfatiza el uso de la representacion algebraica. Tampoco se

aprovecha para profundizar en las propiedades y definicion del concepto de funcion.

Al abordar el concepto de funcion exponencial en el aula se podrian hacer
consideraciones como las de la perspectiva de Modelos y Modelacion (Lesh y Doerr,
2003) en el sentido de posibiltar el desarrollo de sistemas conceptuales. Es decir,
deberia ser posible profundizar en el concepto de funcibn como un sistema conceptual
compuesto por varios elementos (variacion, variable dependiente, variable
independiente, ecuacion, tasa de cambio, dominio, rango, crecimiento, decrecimiento,
ceros de la funcion, funcion inversa, representaciones), sus relaciones y operaciones;
asi como propiciar el transito entre las diferentes representaciones. En la seccion

2.3.1 se describe la perspectiva de Modelos y Modelacion.
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2.3 La enseilanzay aprendizaje de las matematicas

Los alumnos aprenden mas y mejor cuando pueden controlar su aprendizaje
definiendo sus objetivos, reflexionando sobre las ideas propias y aprendiendo de los
errores (National Council of Teachers of Mathematics, 2000). La comprension de los
conceptos es fundamental para el uso de lo aprendido en la resolucién de nuevos
tipos de problemas que, inevitablemente, los alumnos tendran que abordar en el

futuro.

Los estudiantes aprenden a través de las experiencias que les proporcionan sus
profesores. No basta con que las tareas sean utiles para introducir conceptos
matematicos y reten intelectualmente a los alumnos. Los profesores deben decidir
respecto a cOmo estructurar el ambiente de clases, qué aspectos de la tarea deben
enfatizar, qué preguntas hacer para involucrar a los alumnos y ayudarles sin sustituir
su proceso de pensamiento (National Council of Teachers of Mathematics, 2000). Al
planificar las lecciones, el profesor debera esforzarse en organizar los contenidos
para que las ideas fundamentales formen un todo integrado (National Council of
Teachers of Mathematics, 2000).

2.3.1 El aprendizaje de las mateméticas en la perspectiva de Modelos y
Modelacién

En la perspectiva de Modelos y Modelacién aprender matematicas puede verse como
un proceso de desarrollo de sistemas conceptuales (o modelos) que cambian de
manera continua durante la interaccion entre un individuo y un problema. Un modelo
es un sistema o un conjunto de elementos, relaciones entre elementos, operaciones
gue describen como interactian esos elementos y patrones o reglas que aplican a las
relaciones y operaciones anteriores (Lesh y Doerr, 2003). Los modelos son
herramientas conceptuales compartibles, manipulables, modificables, y reutilizables
para describir, interpretar, construir, manipular, predecir o controlar sistemas

matematicamente significativos.

El proceso de aprendizaje de las matematicas involucra la construccién de ciclos

progresivos de entendimiento, modificacidon, extension y refinamiento de maneras de
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pensar. En estos ciclos los sujetos relacionan, con diversos niveles de profundidad,
los datos, metas y posibles rutas de solucién al enfrentar una situacion problematica
(Lesh y Doerr, 2003). Las primeras interpretaciones o modelos generalmente son
burdos, pero se van refinando paulatinamente. El conocimiento, no es algo inerte, es
parecido a un organismo vivo, a un sistema dinamico, el cual estd adaptandose y

autorregulandose continuamente.

El proceso de desarrollo del conocimiento es un proceso social, en el cual se
construyen y modifican modelos mediante las fases de diferenciacién, de integracion,
de refinamiento de los diferentes sistemas que se van construyendo (Lesh y Doerr,
2003). El producto del aprendizaje no es el modelo sino el proceso de creacion del
modelo. Los modelos residen en la mente y en los medios representacionales: “los
significados asociados con un sistema conceptual dado tienden a estar distribuidos a
través de una variedad de medios representacionales” (Lesh y Doerr, 2003, p. 12).
Los modelos de un individuo son personales y posiblemente Unicos, estos reflejan la
experiencia del individuo en situaciones relevantes. Asi, el aprendizaje de un
concepto se asocia con el desarrollo de modelos, esto es, con sistemas conceptuales
gque emergen al enfrentar situaciones probleméticas. En este contexto, la
comprension conceptual se incrementa en la medida que el individuo comunica y
comparte sus ideas (modelos) con otras personas y considera a los conceptos en

diversas dimensiones.

Pensar matematicamente va mas alla de hacer calculos, “con frecuencia implica
describir situaciones matematicamente” (Lesh y Doerr, 2003, p. 15), analizar
informacion cualitativa, cuantificar informacién en caso de ser necesario, atribuir

dimensiones al espacio y ubicar eventos en marcos de referencia (Lesh y Doerr, 2003)

Se argumenta que los estudiantes necesitan multiples oportunidades para explorar
construcciones matematicas pertinentes y aplicar sus modelos en nuevos contextos
(Arleback y Doerr, 2013). Los estudiantes requieren participar en multiples ciclos de
descripciones, interpretaciones, conjeturas y explicaciones que se refinen
iterativamente (Lesh et al., 2003). Las exploraciones sobre una situaciéon pueden

conducir, por ejemplo, a la elaboracion de diagramas, tablas y graficos interactivos.
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Doerr y Trip (1999) argumentan que el razonamiento basado en modelos puede ser
bidireccional. Comunmente se concibe que el razonamiento de los estudiantes ante
una situacion conocida tiene influencia en el andlisis sobre otras situaciones
desconocidas. El razonamiento bidireccional se refiere entonces a que las situaciones
desconocidas también pueden influir en los modelos que los estudiantes han
construido y creen tener bien comprendidos, generando desfases, modificaciones y

reorganizaciones; lo cual da lugar a nuevos sistemas conceptuales.

2.3.2 Disefio de tareas en la perspectiva de Modelos y Modelacion

Gran parte del trabajo realizado dentro de la perspectiva de Modelos y Modelacion se
basa en las model eliciting activities (MEA’s) o bien actividades provocadoras de
modelos desarrolladas por Lesh y sus colegas (2000). En las cuales los estudiantes
son confrontados a la necesidad de desarrollar un modelo que pueda ser usado para

describir, explicar o predecir el comportamiento de situaciones significativas.

Las actividades provocadoras de modelos son disefiadas para desarrollar
conocimiento y ayudar a proporcionar detalles acerca de las formas de pensar de los
estudiantes en las areas tematicas que son mas importantes. Su objetivo es permitir
a los profesores observar el pensamiento de sus estudiantes e identificar sus
fortalezas y debilidades conceptuales y, al mismo tiempo, ayudar a los estudiantes a

fortalecerlo o desarrollarlo (Lesh, Doerr, Cramer, Post, y Zawojewski, 2002).

Las actividades provocadoras de modelos posibilitan el desarrollo de ideas
significativas sin la guia directa de Libros de Texto o Maestro, debido a que son
situaciones matematicamente ricas pero realistas y significativas en las que los
estudiantes reconocen la necesidad expresar, probar y revisar sus propias formas
iniciales de pensamiento, las cuales convierten en construcciones poderosas y

sistemas conceptuales (Lesh y Yoon, 2004).

Para crear problemas que simulen situaciones de la vida real, docentes expertos han
propuesto los siguientes seis principios de disefio instruccional (Lesh, Hoover, Hole,
Kelly, y Post, 2000, p.43):
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1. Principio de la Realidad. Para asegurar este principio al desarrollar una actividad
reveladora de pensamiento, el disefiador se puede preguntar: ¢Podria esto
suceder en la vida real? Por vida real se entiende la realidad de los estudiantes
(adolescentes), que en ciertos momentos puede ser diferente a la realidad de los
adultos.

2. Principio de la Construccion de un Modelo. El disefiador debe preguntarse: ¢ La
actividad pone a los estudiantes en una situacién en la que pueden reconocer la
necesidad de desarrollar un modelo para interpretar las hipotesis, resultados y
posibles procesos de resolucion en una situacién compleja de la vida cotidiana?

3. Principio de la Auto-evaluacién. El problema debe propiciar que los estudiantes
generen criterios, los cuales permitan evaluar la calidad de su respuesta y por lo
tanto se evite la necesidad de preguntar constantemente al profesor: ¢ ya terminé?
O, ¢asi esta bien?, etc.

4. Principio de la Documentacion de Constructos. La actividad debe propiciar que los
estudiantes revelen lo que estan pensando acerca de la situacién, sus hipétesis y
posibles soluciones que han considerado.

5. Principio del Prototipo. Para asegurar este principio dentro de la actividad, es
necesario preguntar, ¢la solucién al problema representa un prototipo o metafora
para interpretar otras situaciones? Es decir, ¢los alumnos lograran recordar la
respuesta a este problema cuando se encuentren con situaciones que requieran
las estructuras cognitivas matematicas similares?

6. Principio de la Reutilizacion. ¢El modelo que desarrollaran los estudiantes al
resolver la actividad serd util sélo para la persona que lo desarroll6 y aplicable sélo
a la situacibn muy particular presentada en el problema? O, ¢La respuesta
muestra un modelo que se puede compartir con otras personas o aplicar a otras
situaciones, ademas de que se puede modificar facilmente para reutilizarse en

otras circunstancias?

La resolucion aislada de las actividades provocadoras de modelos rara vez es
suficiente para producir desarrollo de conocimiento alrededor del concepto que se

tiene por objetivo ensefar. Se necesitan secuencias de actividades relacionadas
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estructuralmente, donde las discusiones y exploraciones de los estudiantes los lleven
a investigar las similitudes y diferencias entre ellas. Esto proporciona herramientas
para centrar la atencién de los estudiantes en el sistema conceptual que es comdn a
todas las actividades. Por lo tanto, las secuencias de desarrollo de modelos implican
el siguiente esquema organizacional estandar (Lesh, Doerr, Cramer, Post, y
Zawojewski, 2002).

Follow-Up Activitics

—

Model-Eliciting 5 Model-Exploration 2 Model-Adaptation

Activity Activity Activity |

\ Discussion
Presentations Reflection about

& Discussions & Debriefing Structural

Similarity
--—-—::::::==-::-'-'n=§======;;=====:=:=-‘_‘======-==u
On-Line Readvy- thn You-Need-1t “How To” Tool Kit :ll
,..-..'.:::-:::.‘::::::::.::.:::.—.:.—.:.::::::::::::::::::::::ﬂ
:: Other High Quality Resources (reference books, ete.) i

Figura 2. 13 Esquema de organizacidn estandar paralas secuencias de desarrollo del modelo.

Actividades de calentamiento. A menudo, se basan en un articulo de periédico o en
un sitio web rico en matematicas, que es seguido por algunas preguntas destinadas
a ayudar a los estudiantes a que se familiaricen con el contexto del modelo de
induccion de la actividad, para que las soluciones se basen en las extensiones de los

conocimientos de los estudiantes y experiencias de la vida real.

Actividades provocadoras de modelos (MEA). Requieren por lo menos uno o dos
periodos de clase completas para llevarse a cabo, y a los estudiantes se les organiza
generalmente para trabajar en equipo de tres alumnos. A menudo, los profesores las
utilizan al comienzo de una unidad, cuyo contenido se relaciona con la misma gran
idea que subyace a la construccién principal de la Actividad provocadora de modelos.

Dado que las MEA'’s requieren que los estudiantes expresen sus formas de pensar
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en formas que son visibles para los profesores, un objetivo al disefiarla es identificar
los puntos fuertes y débiles de éstas para dar sugerencias en cuanto a la forma de la

instruccion.

Actividades de exploracion de modelos. Estan destinadas a ayudar a los estudiantes
a desarrollar potentes sistemas de lenguaje y de representacion que son utiles para
ir mas alla de pensar con el constructo principal (o sistema conceptual). En particular,
los estudiantes suelen desarrollar herramientas conceptuales que se pueden utilizar
para solucionar familias de problemas que dan seguimiento de la actividad
provocadora de modelos. Sin embargo, en lugar de depender exclusivamente de los
materiales tradicionales a lapiz y papel, las actividades de exploracion de modelos
implican a menudo la infografia, diagramas o animaciones (Lesh, Doerr, y Behr,
1987a).

Actividades de adaptacion de modelos. A veces han sido llamadas actividades de
solicitud de modelos o actividades de extensiéon de modelos. Esto es debido a que el
objetivo de la actividad a menudo se centra en el uso de la herramienta conceptual
gue se desarrollo en la actividad inductora de modelo (y refinado en la exploracion del
modelo) para hacer frente a un problema que probablemente habria sido demasiado

dificil de manejar antes de que la herramienta conceptual fuera desarrollada.

Las presentaciones y los debates. Son actividades con toda la clase en las cuales los
estudiantes hacen presentaciones formales sobre los resultados del trabajo producido
durante cualquiera de las actividades provocadoras de modelos o actividades de
adaptaciéon de modelos. Los resultados, por lo general, consisten en cartas o
resiumenes, en las cuales los estudiantes proporcionan herramientas conceptuales a
un cliente (que se identifica en el planteamiento del problema) para que éste logre un
propésito especifico (que también se identifica en el planteamiento del problema). Los
estudiantes también pueden expresar sus resultados mediante presentaciones
multimedia breves. El objetivo de la presentacién y discusién es que los estudiantes:
practiquen la explicacion y descripcion de su trabajo, observen una variedad de
formas de pensar, discutan las fortalezas y debilidades de los enfoques alternativos,

e identifiquen direcciones para la mejora de su propio trabajo o el trabajo de otros.
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Discusiones acerca de la semejanza estructural. Son las actividades dirigidas por el
maestro que involucran a toda la clase y que se centran en las similitudes
estructurales (y diferencias) de las construcciones y sistemas conceptuales
destacados en el desarrollo del modelo. Un objetivo primordial de estas discusiones
es proporcionar experiencias en las cuales los estudiantes vayan mas alla de sus
construcciones y sistemas conceptuales. Una forma de realizar estas actividades es
que el docente plantee preguntas que desafien a los estudiantes a identificar la
relacion entre las diferentes representaciones construidas y su utilidad para hacer

predicciones.

Las actividades de seguimiento. A menudo consisten en conjuntos de problemas que
generan los profesores para ayudar a los estudiantes a reconocer conexiones entre
sus experiencias obtenidas durante las actividades provocadoras de modelos y las
experiencias obtenidas en actividades de tipo mas tradicional como las que se

encuentran en los libros de texto y las pruebas.

El On-Line "How To" Toolkit es un archivo (Lesh, Doerr, Cramer, Post, y Zawojewski,
2002) desarrollado en la web con "demostraciones envasadas" boletines de
problemas adicionales y ejemplos de problemas resueltos que dan una breve
explicacion de los hechos y las habilidades que se necesitan con mayor frecuencia
en areas tematicas designadas.

La perspectiva de Modelos y Modelacion considera que para propiciar el aprendizaje
matematico, se debe proponer a los estudiantes la resolucion de situaciones cercanas
a la vida real. Las situaciones pueden ser MEA'’s, aunque algunos autores proponen
otras actividades. Lo importante es que el estudiante sea quien determine la cantidad
de variables que va a utilizar para generar un modelo que responda a las preguntas
incluidas en la situacion planteada. Con ello los estudiantes podrian reducir un
problema abierto a uno cerrado, determinado por las variables que eligié considerar.
Por lo tanto, esta perspectiva ve a la Resolucion de Problemas como parte de

Modelos y Modelacion.
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2.3.3 Papel que desempefian los profesores para propiciar aprendizaje en el
aula

La ensefianza matematica efectiva implica no sélo formar pequefios grupos y asignar
buenos problemas para que resuelvan los estudiantes. El maestro desempeiia un rol
antes, durante, y después del disefio de las lecciones para ensefiar matematicas en

un enfoque de Resolucién de Problemas (Grows, 2003).

Antes de la leccion. La implementacion exitosa de este enfoque implica muchas
decisiones y acciones de los maestros, deben elegir tareas adecuadas para generar
interés y mantener la atencion de los estudiantes, dirigir discusiones en las cuales las
ideas matematicas importantes que estan implicitas en las tareas sean explicitadas y
discutidas en el salon de clase (Grows, 2003). En la preparacion de las sesiones de
clase, el docente debe poner particular atencién en la elaboracion de preguntas que
promuevan en los estudiantes la habilidad de realizar generalizaciones; que provean
indicios para progresar en una tarea, sin dar la solucion, y que estimulen a realizar un
analisis de alto nivel. Otra de las decisiones que el maestro debe tomar en la
planeacion de una leccién es respecto a coOmo se organizara a los estudiantes para

abordar las diferentes actividades, si sera en grupo completo o en pequefios equipos.

Durante la leccidén. Aunque no se puede establecer una sola norma de cémo presentar
una tarea, algunos puntos de referencia pueden proveer una util base para apoyar el
desarrollo de aprendizaje. Para tener progresos importantes en la resolucion de
problemas y aprendizaje de las matematicas se requiere que los estudiantes lleguen
a entender la tarea. Cuando surgen dificultades de comprension y los estudiantes
comienzan a perder interés en la tarea, los maestros pueden ofrecer ayuda. Entre las
estrategias efectivas se encuentran reenfocar a los estudiantes sobre los objetivos
planteados en la actividad en contraste con lo que han encontrado, o bien disefar
actividades que inicien con planteamientos relativamente faciles de comprender y

posteriormente ir aumentando el grado de dificultad.
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El maestro debera alentar el razonamiento de los estudiantes; realizar preguntas es
una buena forma de hacerlo. Algunos lineamientos para realizar las preguntas son las

siguientes:

» Fomentar pautas de adivinanzas, no solo adivinar (Polya 1945).
= Establecer como norma la inclusion de una justificacién para cada respuesta.
= Siempre ser consciente de que el alumno es quien debe estar razonando sobre

la tarea y no el maestro.

Algunas preguntas de seguimiento que pueden ser utilizadas para promover el

pensamiento de los estudiantes son las siguientes:

= ¢ CoOmo decidiste cual solucion a probar?

= ¢ Como resolviste el problema?

= Lo resolverias de una forma diferente?

= ¢ Cbomo compararias estos métodos de soluciéon?

= ¢ Cudl solucién te parece mejor? ¢,Por qué?

= ¢ Puedes explicarme cémo resolviste el problema sin decirme la respuesta?

» ¢Recuerdas este procedimiento de otro problema que tu hayas resuelto?

= ¢ Cbomo podrias cambiar el problema para obtener otro problema interesante?
= ¢Qué errores piensas que pueden tener algunos estudiantes al resolver este

problema?

La forma de reaccionar del docente a las respuestas de los estudiantes y la forma de
preguntar tiene influencia en el ambiente del salén de clases. Desarrollar un ambiente
de resolucién de problemas en clase toma tiempo; de acuerdo con Grows (2003)
deben considerarse las siguientes tres ideas:

» La forma como un maestro resuelve un problema en frente de la clase es
crucial. Un maestro deberia comunicar a los estudiantes, mientras muestra una
solucion a alguna tarea, que resolver problemas matematicos involucra

avances y retrocesos.
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= Un maestro deberia tomar tanto soluciones inapropiadas como apropiadas.
Puede que discutir una solucién incorrecta lleve a los estudiantes a demostrar
que procedimiento es el correcto.

» El maestro debe ayudar a desarrollar habitos de la mente en los estudiantes, a
través de cuestionamientos y modelacién de soluciones. Debe plantear las
siguientes preguntas: ¢ Es razonable la respuesta? ¢Has vuelto a revisar los
procedimientos elegidos para encontrar la solucion? ¢Esta el problema
relacionado con otro problema? ¢ Puedo modificar el problema y convertirlo en
uno mas sencillo y facil de resolver? ¢ Hay alguna otra solucién posible? (p.138)

Para evaluar el pensamiento de los alumnos es importante plantear preguntas o
intervenciones durante el proceso de resolucién de problemas, escuchar las

respuestas de los alumnos y observar de manera cuidadosa sus procedimientos o

trabajos escritos.

Después de la sesién. Un maestro deberia tomar tiempo para reflexionar sobre los
resultados obtenidos, pensando en las futuras lecciones que se pueden construir y
relacionar con las actuales y anteriores. De esta forma promoveria el aprendizaje de
los estudiantes, aprendizaje que puede ser representado como redes significativas de

ideas. Dentro de tales reflexiones deberian considerarse:

= Conceptos y patrones erroneos.
» Fortalezas y capacidades.

Los resultados al evaluar los trabajos de los estudiantes, pueden considerarse para

tomar decisiones respecto a sesiones posteriores, tales como (Grows, 2003):
= Elegir tareas que tengan una demanda cognitiva alta pero en las que los

estudiantes empleen habilidades las cuales les permita llegar a una solucion.
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= Estructurar preguntas apropiadas para estimular discusiones entre los
estudiantes y extraer importantes conexiones de grupos de ideas matematicas

(p. 141).

2.3.4 El uso de representaciones, la tecnologia y su importancia en el
aprendizaje de las matematicas

EI NCTM (2000) establece que “la tecnologia [calculadora, computadora] es esencial
en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Influye en las matematicas que
se ensefan en la escuela y puede aumentar las posibilidades de aprendizaje de los
estudiantes” (p. 43). EI NTCM (ibid) marca que en los programas de ensefianza de
las matematicas la tecnologia deberia utilizarse con el objetivo de enriquecer el
aprendizaje y no como sustituto de los conocimientos e intuiciones basicos. La
capacidad de célculo de los recursos tecnolégicos amplia la serie de problemas
posibles a los alumnos, permitiéndoles disponer de mas tiempo para desarrollar
conceptos y para modelizar. Pensar matematicamente va mas alla de hacer célculos,
“con frecuencia implica describir situaciones matematicamente” (Lesh y Doerr, 2003,
p. 15), analizar informacion cualitativa, cuantificar informacion en caso de ser
necesario, atribuir dimensiones al espacio y ubicar eventos en marcos de referencia
(Lesh y Doerr, 2003).

De acuerdo con Duval (1996) y otros autores (Abrate, 2006; Hitt, 2003; Kaput y
Roschelle, 1998) es necesario que los estudiantes adquieran experiencia en el uso
de representaciones (verbal, grafico, numérico y algebraico) y en la transferencia de
una a otra para aprender conceptos matematicos como funcion. Estos registros
pueden ser generados por el estudiante a través del lenguaje verbal, escrito y los
medios computacionales. Un alumno ha aprendido un concepto en la medida que
transita liboremente de un registro de representacion a otro y realiza tratamiento en

cada registro.

Comprender el concepto de funcion implica que los estudiantes relacionen e integren

todos los registros de representacion asociados, ademas que entiendan qué es lo que
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tienen en comun (Kaput, 1999). Los alumnos deben adquirir experiencia para transitar
entre una variedad amplia de registros de representacion, asi como capacidad para
coordinar y articular estos registros (Duval, 1996).

De acuerdo con la perspectiva de Modelos y Modelacion (Lesh, 2003) al resolver un
problema los estudiantes deben entender que cada registro de representacion (tablas,
gréficas, metaforas basadas en la experiencia, diagramas o dibujos, modelos
concretos, lenguaje hablado, simbolos escritos, ecuaciones) proporciona informacion
diferenciada, la cual permite visualizar una situacion desde diversas perspectivas e

incrementar el nivel de comprension sobre ésta y conceptos subyacentes.

El software de Net Logo permite hacer simulaciones o modelar el comportamiento de
fendmenos como el crecimiento poblacional. Constituye un entorno de aprendizaje
dindmico en el que se puede observar la situacién (Figura 4.32), la grafica que la
representa y las variables involucradas. Se pueden modificar las condiciones iniciales
del fendmeno y observar como ello tiene consecuencias directas en el
comportamiento de éste. Posibilita, ademéas, el empleo de los registros de
representacion verbal, tabular y grafico para visualizar la misma situacion desde
diversas perspectivas. Aunque para acceder al registro tabular generado por el mismo
software se requiere de mayor conocimiento sobre el uso de sus herramientas. Net
Logo permite explorar los conceptos como funcién, funcién exponencial y
conocimiento asociado (variable, tasa de cambio, dominio, rango, crecimiento,
decrecimiento, continuidad) al simular el comportamiento de fenbmenos y observar

cOmo se relacionan entre si.
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2.4 La evaluacion en el aprendizaje de las matematicas
Los procesos de evaluacion no deben separarse de las actividades de instruccién que
se desarrollan en la clase; deben ser parte de las actividades cotidianas de la

instruccion (Santos, 2007)

La seleccion de los trabajos propuestos para la evaluacion transmite un mensaje a
los estudiantes acerca de qué conocimientos matematicos y habilidades se evaltan.
Ademas de las evaluaciones formales tales como test y exdmenes, los profesores
deben recabar continuamente informacion acerca del progreso de sus estudiantes
(NTCM, 2000).

En la perspectiva de Modelos y Modelacion la evaluacion es continua. Los alumnos
aprenden al expresar sus ideas, crear y comunicar sus modelos. El proceso es el
producto. Las actividades provocadoras de modelos pueden utilizarse para realizar
evaluaciones preliminares, y las actividades de adaptacion de modelos para

evaluaciones posteriores (Lesh, Doerr, Cramer, Post, y Zawojewski, 2002).

Santos (1994) propone gque la evaluacion debe considerar formas de analizar los

diversos momentos que se involucran en el proceso de solucién de un problema:

= El primer momento se centra en la parte relacionada con el entendimiento del
problema. El estudiante debe demostrar que ha entendido el problema con
palabras propias o con representaciones.

* Un segundo momento se relaciona con la habilidad del estudiante para
seleccionar y usar estrategias de solucion.

» Finalmente es importante revisar los aspectos relacionados con lo razonable

de la solucién y la extension del problema.
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2.5 Integracion de la literatura
En el disefio de la secuencia didactica de esta tesis se utilizaron los constructos
sefalados anteriormente. Como ya se menciond, el analisis didactico (Gomez, 2012)

sirvi6 como una guia metodoldgica general.

La teoria sobre la ensefianza y aprendizaje de las matematicas utilizada en esta tesis
fue la perspectiva de Modelos y Modelacion. Se consider6 su importancia por describir
el aprendizaje de las matematicas como la evolucién de ciclos de entendimiento y
refinamiento del conocimiento al resolver problemas o situaciones (Lesh y Doerr,
2003). Para la eleccion de las actividades de aprendizaje se siguio parte del esquema
organizacional estandar propuesto en la perspectiva de Modelos y Modelacion (Lesh,

Cramer, Doerr, Post, y Zawojewski, 2002).

Se reviso la perspectiva de Resolucion de problemas para considerar el papel del
docente en el aula y planear el ambiente de aprendizaje.

Para la evaluacidon del conocimiento de los estudiantes se realizaron comparaciones
en torno a si hubo una modificacién sobre el concepto que los estudiantes tenian
inicialmente de la funcién exponencial y sus conceptos asociados al trabajar en la
tarea con caracteristicas de actividad provocadora de modelo y la actividad de

adaptacion de modelo que trabajaron los estudiantes de forma individual.

49



CAPITULO 3

METODOLOGIA

En este capitulo se describe el contexto institucional y la poblacién de estudiantes en
la cual se aplicé la secuencia didactica, las fases del proceso del disefio y los criterios

gue se siguieron para implementarla, analizarla y evaluarla.

3.1 Contexto institucional y poblacidén de estudiantes participantes

En la implementacion de la secuencia didactica para la ensefianza y aprendizaje de
la funcién exponencial participaron 12 estudiantes de la Universidad de Quintana Roo,
del primer semestre de la carrera de Seguridad Publica cuyas edades oscilaban entre
18 y 20 afios, quienes cursaban la asignatura de Mateméaticas generales, uno de los

pocos cursos de matematicas dentro de su formacion profesional.

Los estudiantes de esta carrera se caracterizan por ser alumnos a quienes les
disgustan las matematicas y cuya creencia de aprenderlas consiste en la
memorizacién de conceptos, algoritmos y férmulas, ademas de que carecen de

experiencias en la resolucion de problemas y modelacion.

Entre los conocimientos previos de los alumnos estaban los correspondientes a los
cursos de matematicas de los programas de nivel medio superior. Ademas, los
estudiantes habian estudiado los temas correspondientes a las dos primeras unidades
del curso de matematicas generales (Cristdbal, 2007), en las cuales se reviso
contenido alrededor de los conceptos de exponentes, ecuaciones, progresiones,

variacion y proporcion.
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3.2 La secuencia didactica

Para el desarrollo de la tesis, se siguio la metodologia del analisis didactico (Gomez,
2007). Se disefi6 la versién preliminar de la secuencia, se aplicé en fase piloto, se
redisefo y finalmente se implementd la version final. En la implementacion en fase
piloto participaron veintitrés estudiantes de la carrera de humanidades. La finalidad
fue mejorar la secuencia en términos de redaccion, ademas se agregaron actividades
considerando el esquema de organizacion estandar para las secuencias de desarrollo
del modelo. Los cambios se describen con mas detalle en el apartado 4.1 del Capitulo
4 del presente trabajo de tesis.

3.2.1 Disefio y seleccion de actividades y problemas

Para el desarrollo de la secuencia se siguid parte del esquema organizacional
estandar propuesto en la perspectiva de Modelos y Modelacién? (Lesh, Cramer,
Doerr, Post, y Zawojewski, 2002). El cual consta de una actividad de calentamiento,
una tarea con caracteristicas de actividad provocadora de modelo, actividades de
exploracion de modelos, actividad de adaptacion de modelos, dos actividades de
seguimiento, presentaciones, discusiones acerca de la semejanza estructural y
debates (Figura 3.1).

1 Seccidén 4.1 Observaciones a partir de la implementacion fase piloto de la secuencia didactica

2 Seccidn 2.3.2 Disefio de tareas en la perspectiva de Modelos y Modelacion.
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’

Actividad de calentamiento:
# Lectura Daniel, atractivo del

Santuario del Manati

Actividade s de seguimiento

#Foblacidnde maraties afectada
#Santwario d= la laguna de las |siores

# Meroties = e mos

Dis cusion sobre
estructuras

similares

—

Actividad provocadora de

Actividad de exploracian de

Actividad de adaptacion de
rodelos:

rmodelos:

rnodelas: # Creacion de otros santuarios

# Planes de inversion

+Ayuda a Saori # Credmiento poblacional de

manaties en el mundo

Presentacion de soluciones, reflexionen sobre los
conocdmientos de funcion, funcion exponencdial, variacion v

tasa de cambio involucrados en la tarea

Figura 3. 1. Esquema de organizacién para las actividades de la secuencia didactica

En la comprension del concepto de funcién y, especificamente, de funcién
exponencial es importante determinar como es la dependencia entre dos variables.
Por esa razon la secuencia de actividades se disefi6 para que los estudiantes
comenzaran analizando y describiendo las cantidades involucradas en el contexto del
crecimiento poblacional de manaties y determinaran la dependencia entre el tamafio
de la poblacién en funcion del tiempo transcurrido. Las actividades fueron: (1) Daniel
atractivo del Santuario del Manati, (2) Ayuda a Saori, (3) Manaties enfermos, (4)
Creacion de otros santuarios, (5) Crecimiento poblacional de manaties en el mundo,

(6) El Santuario de la laguna de la llusiones y (7) Poblacién de manaties afectada.

Los conceptos matematicos contemplados en las actividades se encuentran
asociados al concepto de funcién y funcién exponencial y son: interseccion, dominio,

rango, variacion, proporcion, tasa de cambio, ecuacion.

Las actividades se ordenaron de tal forma que se propiciara que los estudiantes
resolvieran situaciones particulares, con procedimientos que se fueran modificando y
refinando, de tal manera que méas adelante fueran Utiles para resolver situaciones
generales. La primera fila de la Tabla 3.1 contiene el nUmero de cada actividad de

acuerdo con el orden que se implementaron en el aula.
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1 2 3 4 5 6 7 8
Analisis de razones y proporciones
Andlisis de Andlisis de s Andlisis de tasas
Andlisis de tasas -
tasas de tasas de L . . . de cambio
) . Analisis de tasas de cambio crecientes de cambio ;
cambio cambio . crecientes y
. ) decrecientes ;

crecientes decrecientes decrecientes

Introduccién
aun
contexto de
la vida real

Identificacion de variables y dependenci

[

Identificacién de patrones

Andlisis
grafico de
la variacién
del
parametro
kenla
funcién
f(x)=k(1+c)~

Analisis
gréfico de
la variacion
del
parametro
cenla
funcién
f(x)=k(1+c)

Identificacién de
la relacion entre

representaciones

de la funcién
exponencial
creciente

Identificacién de

la relacion entre

representaciones
de la funcién
exponencial
decreciente

Identificacién de

la relacién entre

representaciones
de la funciéon
exponencial

Planteamiento
de funcion
exponencial
creciente
f(x)=k(1+c)~

Planteamiento
de funcion
exponencial
decreciente
f(x)=k(1-d)~

Identificacion del
dominio y rango

Planteamiento
de funcién
exponencial
creciente
f(xX)=k(1+c)~

Planteamiento
de funcion
exponencial
decreciente
f(x)=k(1-d)~

Planteamiento
funcion
exponencial
creciente y
decreciente

Razonamiento bidireccional

Relaciones entre
la funcién
exponencial
creciente y la
funcién
exponencial
decreciente

Razonamiento
bidireccional

Tabla 3. 1 Orden de actividades de acuerdo con los objetivos de conocimientos y habilidades a
desarrollar.

La actividad 1 consistio en la Lectura Daniel atractivo del Santuario del Manati y

preguntas de reflexibn en torno a ésta. El objetivo era que los estudiantes se

introdujeran en un contexto de la vida real, con el cual se relacion6 un problema

posteriormente (columna 1, Tabla 3.1).

Las actividades 2 y 3 Ayuda a Saori y Manaties enfermos fueron disefiadas para que

el estudiante identificara, describiera, interpretara, explicara y predijera situaciones

donde intervienen los conceptos de variacion y tasa de cambio no constante. En

particular, se pretendia que en la primera actividad los estudiantes pudieran describir

la situaciébn mediante una dependencia funcional del tipo exponencial creciente

(columna 2, Tabla 3.1). El objetivo de la actividad de seguimiento Manaties enfermos
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era que los estudiantes describieran una situaciéon mediante una dependencia

funcional de tipo exponencial decreciente (columna 3, Tabla 3.1).

Las actividades 4 y 5 fueron actividades de exploracién de modelos: Creacion de otros

santuarios y Crecimiento poblacional de manaties en el mundo. El objetivo era ampliar
el andlisis de la funcién exponencial ( f (x) = k(1+c)*) generado en la actividad 1. Se

pretendia propiciar que los estudiantes analizaran una familia de problemas al variar
parametros e identificaran el comportamiento de las gréaficas generadas a partir de

ésta (columnas 4 y 5, Tabla 3.1).

Las actividades 6 y 7, El Santuario de la laguna de la llusiones y Poblaciéon de
manaties afectada respectivamente, fueron disefladas como actividades de
seguimiento (columnas 6 y 7, Tabla 3.1). El objetivo era que los estudiantes, a partir
de la exploracion de los modelos desarrollados en las actividades de la secuencia,
previamente resueltas, refinaran y generaran otros ciclos de comprension. Se
pretendia que lograran deducir, a partir de informacién presentada en forma tabular y
gréfica, la dependencia funcional de tipo exponencial creciente para la Actividad 6, y

de tipo exponencial decreciente para la Actividad 7.

La actividad final Planes de inversion fue planteada para que los estudiantes
transfirieran a otro contexto los conocimientos desarrollados hasta ese momento
(columnas 8, Tabla 3.1). Se pretendia propiciar que los estudiantes ajustaran el
modelo exponencial aprendido a una nueva situacion y por lo tanto a nuevos datos.
Dada la importancia del empleo de las diferentes representaciones ligadas al
concepto de funcién exponencial, se consideré que en esta actividad los estudiantes
deberian poder trabajar con al menos dos de las representaciones de la funcion

exponencial.

Las caracteristicas y objetivos de las actividades se describen de forma detallada en

los siguientes apartados.

3.2.1.1 Actividad 1. Articulo Daniel, atractivo del Santuario del Manati
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La primera actividad de la secuencia didactica consiste en el articulo de periddico
Daniel, atractivo del Santuario del Manati y cuatro preguntas de comprension entorno
a la lectura (Anexo).

El articulo describe como rescataron al manati Daniel cuando era una cria y los
cuidados que han tenido con él. Esta actividad es de calentamiento, y el objetivo no
es matematico sino contextual. Es decir, se pretende que los estudiantes se
introduzcan en un contexto de la vida real, con el cual se relaciona un problema

posteriormente.

3.2.1.2 Actividad 2. Ayuda a Saori

En la actividad Ayuda a Saori (Anexo) se plantea una problematica en torno a la
administracion de un santuario de manaties. Al estudiante se le proporcionan
paradmetros iniciales: la poblacién inicial de manaties en el santuario y la tasa de
crecimiento poblacional. A partir de la informacion proporcionada los estudiantes
deben ayudar a Saori a resolver situaciones en torno a la administracion del santuario,
como calcular o estimar la poblacion de manaties en determinados periodos. Para ello

los estudiantes deben redactar una carta donde expliquen sus procedimientos.

La Actividad 2 se plantea como una tarea con caracteristicas de actividad provocadora
de modelos, dado que se considerd que su disefio cumpliera los seis principios? (Lesh,
Hoover, Hole, Kelly, y Post, 2000), sin embargo se incluyen preguntas con la finalidad
de ayudar a los estudiantes a promover la generalizacion y apoyar el aprendizaje de

los estudiantes (Grows, 2003).

Esta actividad se incorporoé al inicio de la secuencia con el objetivo de identificar los
conocimientos que tenian los alumnos sobre los conceptos de funcién, funcion
exponencial y logaritmica, relaciones recursivas, proporcionalidad, variacion y tasa de
cambio (Tabla 3.2), y para apoyar el desarrollo de conocimiento de estos conceptos

matematicos.

3Seccidn 2.3.2 Disefio de tareas en la perspectiva de modelos y modelacion.
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También tuvo por objetivo que los estudiantes desarrollaran habilidades en la
descripcion, interpretacion, explicacion y prediccion de situaciones donde interviene
variacion y tasa de cambio. Los estudiantes deberian tener en cuenta el uso de tablas
(tratamiento numérico de la informacion), la representacion algebraica, el analisis de
casos particulares, la busqueda de patrones y generalizaciones, la vision retrospectiva

del proceso de solucion, la comunicacion oral y escrita de resultados (Tabla 3.2).

Medir y desarrollar en los estudiantes las habilidades y conocimientos iniciales en:
Andlisis de razones
Andlisis de proporciones
Andlisis de tasas de cambio crecientes
Identificacion de patrones
Identificacion de variables y dependencia

Planteamiento de expresién exponencial creciente f (X) = k(1+¢)”*

Razonamiento bidireccional
Funcioén logaritmica como inversa de la exponencial
Tabla 3. 2 Objetivos a desarrollar con la actividad Ayuda a Saori.

Para el cierre de esta actividad se programo la presentacion y discusion de las cartas
donde los estudiantes explicarian los procedimientos con los cuales dieron solucién a
la situacion. El objetivo de la presentacién fue que los estudiantes discutieran las
fortalezas y debilidades de sus procesos de solucion, reflexionaran sobre los
conocimientos de funcidn, funcidn exponencial, variacion y tasa de cambio

involucrados en la tarea, y que generalizaran.
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3.2.1.3 Actividad 3. Manaties enfermos

Esta actividad fue disefiada como una actividad de seguimiento* a la Actividad 2 y
para realizar como tarea extraescolar de forma individual. Manaties enfermos (Anexo)
consiste en una situacién en la cual la poblacibn de manaties del santuario que
administra Saori ha alcanzado 153 manaties cuando se contagian de una enfermedad
en la cual mueren 75 de cada 250 manaties. Los estudiantes deben determinar un
procedimiento con el cual Saori pueda calcular la poblacion que tendra al final de
cualquier afo; asi como determinar en qué momento se podrian quedar sin estos

animales, en caso de que no lograran controlar la situacion.

La Actividad 3 tiene por objetivos (Tabla 3.3) que los estudiantes utilicen los modelos
construidos en la Actividad 2. Hagan uso de los conceptos de variacion, tasa de
cambio, funcién exponencial creciente y funcion logaritmica al analizar la nueva

situacién cuyo modelo es una funcion exponencial decreciente.

Desarrollar en los estudiantes los conocimientos y habilidades en:
Analisis de razones
Andlisis de proporciones
Andlisis de tasas de cambio decrecientes
Identificacion de patrones
Identificacion de variables y dependencia

Planteamiento de expresion exponencial decreciente f (X) = k(l— d)x

Planteamiento de solucién bidireccional
Funcién logaritmica como inversa de la exponencial
Relaciones entre la expresion algebraica exponencial creciente y decreciente
Tabla 3. 3 Objetivos a desarrollar con la actividad Manaties enfermos

4 Seccion 2.3.2 Disefio de tareas en la perspectiva de modelos y modelacion.
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3.2.1.4 Actividad 4. Creacidon de otros santuarios

Esta actividad consiste en un problema que trata sobre la creacion de diferentes
santuarios para manaties. Primero los estudiantes analizarian una situacion en la que
tres santuarios tienen distintas cantidades iniciales de Manaties, pero la misma tasa
el crecimiento poblacional anual (Anexo). Posteriormente, los estudiantes deberian
correr simulaciones en NetLogo para cada santuario, hasta obtener una poblacion de

2500 manaties partiendo de las condiciones iniciales establecidas.

El objetivo de la Actividad 4 fue que los alumnos desarrollaran habilidades en la
descripcion, interpretacion, explicacion y prediccién de la representacion gréafica o
visual del comportamiento de situaciones donde subyace el concepto de funcion
exponencial, asi como sus conceptos asociados tales como dominio, rango, variacion
y tasa de cambio. Se pretendia que los estudiantes pudieran identificar el

comportamiento de la forma grafica de una funcién exponencial al variar el parametro

k en la funcién (Figura 3.4) f (x)=k(L+c)*

Otro de los objetivos de la Actividad ademas de los antes mencionados, era permitir
gue los estudiantes realizaran un razonamiento bidireccional al analizar la grafica que
representaba el comportamiento de la situacién. Para ello se les pedia determinar el
periodo en el cual se alcanzaba una determinada poblacion que crecia a una

determinada tasa.

La Actividad 4 se trabajo con tres equipos de estudiantes diferentes a los formados
inicialmente para resolver las Actividades 2 y 3, a los cuales se les solicité al menos
una computadora portatil por equipo. Se desarroll6 en dos sesiones, cada una de dos

horas. En estas dos sesiones se trabajaron las Actividades 4 y 5.

A manera de introducciéon de la sesidén de resolucién de la Actividad 4 el docente
preguntd a los estudiantes, ¢cual era la cantidad minima de manaties que se
requerian para su reproduccién? Enseguida, el docente planted la situacion y pidié

gue se analizara utilizando Netlogo.
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Desarrollar en los estudiantes los conocimientos y habilidades en:
Analisis de la razones
Andlisis de proporciones
Analisis de tasas de cambio crecientes

Analisis grafico de la variacion del parametro k en la funcion f (X) =k -a*
Identificacion de variables y dependencia

Identificacion del dominio y rango en la funcion f(X)=k-a*

Razonamiento bidireccional empleando la grafica de la funcion exponencial
Tabla 3. 4 Objetivos a desarrollar con la actividad Creacion de otros santuarios

Con la finalidad de que los estudiantes observaran en forma dinamica la variacion
conjunta de cantidades, su dependencia funcional y el crecimiento de una funcién se
utilizé NetLogo para la construccion de la gréafica. Ello permitié también invertir menos
tiempo en el proceso de graficacion y mas en el analisis de la informacion de esta

actividad.

3.2.1.5 Actividad 5. Crecimiento poblacional de manaties en el mundo

En esta actividad la modelacién consistié en la simulacion de situaciones en las que
la tasa de crecimiento poblacional de los manaties variaba. La actividad tuvo por
objetivos que los estudiantes continuaran el desarrollo de las habilidades
mencionadas en la Actividad 4, asi como que observaran y analizaran el
comportamiento de la grafica de la funcién exponencial a* al variar parametro a
(Anexo). Los estudiantes debian emplear en sus descripciones conceptos vinculados
con la funcion exponencial tales como dominio, rango, variacion y razon de cambio
(Tabla 3.5).

Desarrollar en los estudiantes los conocimientos y habilidades de:
Analisis de la razones
Andlisis de proporciones
Analisis de tasas de cambio crecientes

. . s e . .7 7 .z X
Analisis gréfico de la variacion del parametro a en la funcion f (X) =k-a

Identificacion de variables y dependencia
Identificacion del dominio y rango en la funcion

Funcién logaritmica como inversa de la exponencial

Tabla 3. 5 Objetivos a desarrollar con la actividad Crecimiento poblacional de manaties en el mundo

En esta sesion se considerd que algunos de los equipos presentaran las soluciones

de las actividades realizadas en NetLogo.
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3.2.1.6 Actividad 6. El santuario de la Laguna de las llusiones

La Actividad 6, Santuario de la Laguna de las llusiones, consistié en una hoja con una
tabla de datos (poblacién al final de cierta cantidad de periodos) y la gréfica
correspondiente, sin incluir la expresion algebraica que describia el crecimiento

poblacional del Santuario (Anexo).

Los objetivos de la actividad fueron que los estudiantes analizaran la variacion de la
poblacién de manaties con respecto al tiempo; establecieran la expresion matematica
k-a* para representar al conjunto de datos de la poblacion dado en la tabla y para
hacer predicciones de la cantidad de manaties en la Laguna de las llusiones al cabo

de cualquier cantidad de afos (Tabla 3.6).

Desarrollar en los estudiantes los conocimientos y las habilidades en:
Andlisis de las cantidades numéricas correspondientes a la tasa de cambio
Determinacion de la tasa de cambio
Identificacion de variables y dependencia
Identificacion de la relacion entre representaciones de la funciéon exponencial creciente
Planteamiento expresion exponencial creciente
Tabla 3. 6 Objetivos a desarrollar con la actividad Santuario de la Laguna llusiones

3.2.1.7 Actividad 7. Poblacién de manaties afectada

La Poblacién de manaties afectada (Anexo) fue la segunda actividad de seguimiento®
para realizar como tarea extraescolar de forma individual. Consistié en el analisis de
la forma tabular y gréafica de la funcion exponencial decreciente. El estudiante debia
explicar a Saori como era la disminucion en la poblacién de manaties, considerando
gue seria afectada por dos tasas de mortalidad diferentes. Las tablas contienen
informacion acerca del tamafio de la poblacién de manaties transcurridos 6 a 10 afios
y sus gréficas correspondientes, las cuales incluyen la poblacién inicial de manaties
hasta transcurridos 15 afos. El estudiante debe deducir la poblacién inicial, la tasa de
decrecimiento y la expresién que le ayude a conocer la poblacion restante al final de

cada afio a partir de la informacion proporcionada.

5> Seccién 2.3.2 Disefio de tareas en la perspectiva de modelos y modelacion.
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Los objetivos de la Actividad 6 fueron dos. Primero, que los estudiantes transfieran lo
aprendido hasta el momento respecto a la funcién exponencial creciente para
describir el comportamiento de un fendmeno caracterizado por la funcién exponencial
decreciente; segundo, que sigan desarrollando significado sobre los conceptos de

funcidn, variacion, tasa de cambio, dominio y rango (Tabla 3.7).

Desarrollar en los estudiantes los conocimientos y las habilidades en:
Andlisis de las cantidades numéricas correspondientes a la tasa de cambio
Determinacion de la tasa de cambio decreciente
Identificacion de variables y dependencia
Identificacion de la relacion entre representaciones de la funcidn exponencial decreciente
Planteamiento expresion exponencial decreciente
Relaciones entre la funcién exponencial creciente y la funciéon exponencial decreciente

Tabla 3. 7 Objetivos a desarrollar con la actividad Poblacion de manaties afectada.

La Actividad 8 es parte de la secuencia pero fue disefiada con fines de evaluacién,

por lo tanto se describe en la seccién 3.2.3 de este documento.

3.3 El trabajo en el aulay el papel del docente

El autor de esta tesis no sélo describié y evalué los resultados de la secuencia
didactica; también fue el profesor que la implementd. Por lo tanto, desempefié un rol
antes, durante, y después del disefio de las actividades. Participd en el desarrollo de

conocimiento de los estudiantes, pero también como observador de este proceso.

El trabajo en el aula para abordar las actividades, se guié utilizando las
recomendaciones que se mencionan en las secciones 2.3.2 y 2.33. La
implementacion de la secuencia se realiz6 en un ambiente colaborativo, donde los
estudiantes trabajaron en forma individual, en equipo, formularon conjeturas, crearon
modelos y los evaluaron. El docente no solamente solicitd que reportaran una

respuesta, sino que la justificaran.

El docente realiz6 la disposicion del grupo en equipos de 3 y 4 estudiantes para
trabajar las actividades en clase. Las presentaciones y discusiones fueron en forma
grupal, tomando consideraciones de Lesh (2002) y Grows (2003). En general, el

proceso de trabajo en el aula consistio en lo siguiente:
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» Entrega de actividades a los equipos de estudiantes para que las trabajaran en
el aula.

» Presentacion de resultados de algunos equipos frente al grupo.

= Discusion de resultados y cierre del tema con ayuda del profesor.

» Entrega de actividades de seguimiento a los estudiantes para que las
trabajaran fuera del aula en forma individual.

= Discusion de actividades de seguimiento en el aula.

Los estudiantes debian entregar al profesor los registros de las actividades resueltas
en equipo y en forma individual. El docente ademas utiliz6 un diario para llevar nota
del desarrollo de los sistemas conceptuales de los estudiantes durante las sesiones

en el aula.

3.4. Instrumentos de recoleccion de informacion

En la implementacion de la secuencia didactica en su version final se recopilo
informacion mediante las hojas de trabajo y las presentaciones multimedia de los
estudiantes; grabacion de audio de algunas sesiones y la bitadcora del docente. La
implementacion la llevé a cabo el profesor, quien también realizo el analisis de los

datos con apoyo de un investigador externo al proceso.

3.5. Evaluacioén de la secuencia didéactica

El andlisis de la informacion obtenida al implementar la secuencia didactica se hizo de
acuerdo con los objetivos de la tesis. Para ello se utilizaron criterios disefiados con
base en la perspectiva de Modelos y Modelacion (ciclos de entendimiento cualitativo,
cuantitativo y algebraico) y la identificacion de la forma de abordar por los estudiantes
los conceptos asociados (variacion, variables, razon, proporcion, tasa de cambio,
ecuacion, dominio, rango, continuidad). Por lo tanto, la metodologia que se sigui6 para
analizar la informacion obtenida fue cualitativa. Interesaba conocer el desarrollo del
conocimiento de los estudiantes al resolver las actividades, no cuantificar tipos de

representaciones que emergieron o ciclos de entendimiento.
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Para saber si hubo modificacién en la comprensién de conceptos, se incluy6 en la
secuencia la ultima actividad: Planes de inversion, la cual es una actividad adaptacion

de modeloss®.

En la actividad Planes de inversion, se planteo que José tenia un monto inicial de
dinero el cual deseaba invertir para alcanzar el monto necesario para comprar una
consola de video juegos, la cual una vez adquirida tenia una depreciacion de su valor
al afio. Se le planteé al estudiante que debia ayudar a José a elegir la inversion en la
gue consiguiera, en el menor tiempo posible, el monto para adquirir la consola de
videojuegos; pero ademas, debia explicarle qué sucederia con el valor del equipo una
vez adquirido. La Actividad 8 fue disefiada para el empleo de las principales ideas
asociadas al concepto de funcion exponencial trabajadas en el desarrollo de la

secuencia didactica (Tabla 3.8).

Evaluacion
Analisis de razones
Andlisis de proporciones
Andlisis de tasas de cambio creciente y decrecientes
Identificacion de la relacion entre representaciones de la funcidon exponencial
Identificacion de variables y dependencia
Planteamiento expresion exponencial creciente y decreciente
Planteamiento de solucion bidireccional

Tabla 3. 8 Evaluacion del empleo de ideas principales de la funcion exponencial

6 Seccidn 2.3.2 Disefio de tareas en la perspectiva de modelos y modelacion.
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CAPITULO 4

RESULTADOS Y ANALISIS

En este capitulo se muestran los resultados y el andlisis de la informacion obtenida a
partir de la implementacion de la secuencia didactica en el aula. Se describe el
proceso de ensefianza y aprendizaje de los estudiantes en cuanto al concepto de
funcién exponencial y conceptos asociados (variables, variacion, tasa de cambio,
dominio, rango, crecimiento, decrecimiento, continuidad); se muestran los

procedimientos realizados por los estudiantes al resolver las actividades.

Se describe el papel del profesor para apoyar el desarrollo de conocimiento, asi como
las dificultades y logros de aprendizaje de los estudiantes. Se inicia con una
descripcion breve acerca de la implementacién de la prueba piloto, la cual generd
modificaciones en algunos aspectos de las actividades de la secuencia. Y
posteriormente, se presenta la discusion de los resultados obtenidos a partir de la

implementacion de la secuencia didactica.

4.1 Observaciones a partir de laimplementacién fase piloto de la

secuencia didactica

La implementacion de la fase piloto se realizd con el objetivo de detectar errores de
redaccion en los enunciados de las actividades propuestas, experimentar diferentes
formas de implementar las actividades (con o sin tecnologia; trabajo en equipo o
individual) de la secuencia didactica. En ella participaron veintitrés estudiantes de la

carrera de humanidades.

Entre las modificaciones realizadas a la secuencia como consecuencia de los
resultados de la implementacion se cambio el articulo de periédico correspondiente a
la actividad de calentamiento (Lesh, Doerr, Cramer, Post, y Zawojewski, 2002). El
articulo inicial contenia informacion numérica extra que causé confusién en los
estudiantes al momento de analizar la situacion. Otro aspecto que se adecu¢ fue la

disposicion del grupo para trabajar las actividades en NetLogo, la propuesta de trabajo
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inicial era individual y se modific6 para que realizaran el analisis en los equipos,

utilizando la computadora portatil de alguno de los integrantes.

Finalmente a la actividad de adaptacion de modelos Planes de inversién se agregé un
problema con el objetivo de que el estudiante modelara una situacion relacionada con

la funcién exponencial decreciente.

4.2 Resultados y analisis de laimplementacién de la secuencia
didactica

A partir de las observaciones enunciadas en el apartado 4.1 la secuencia se redisefio
y se implemento6 con un nuevo grupo de estudiantes. Los resultados obtenidos a partir
de la implementacién de la secuencia en esta nueva fase y el analisis de los mismos
se presentan en esta seccion; se describié cada una de las sesiones y los resultados
obtenidos al implementar cada una de las actividades.

A continuacion se describe el desarrollo de conocimiento de los estudiantes actividad
por actividad. Para ello se utiliz6 como descriptor en la Actividad 2 la identificacion de
ciclos de entendimiento. Los ciclos de entendimiento identificados se clasificaron a su
vez como cualitativo, cuantitativo y formal. En todas las actividades se le dio
seguimiento al proceso de adquisicion de significado de cada uno de los conceptos
asociados al concepto de funcién exponencial y la relacion entre estos mediante el

uso de distintas representaciones.

Como se menciono en el Capitulo 1, el objetivo de la secuencia didactica fue promover
en estudiantes de los primeros semestres de nivel superior el aprendizaje y
comprensiéon de la funcion exponencial y conceptos asociados (variacion y tasa de
cambio). A través de la resolucién de problemas que impliquen que el estudiante haga
uso de los conceptos para describir e interpretar situaciones al desarrollar modelos.

Enseguida se describen de manera narrativa los resultados obtenidos en cada una de

las actividades, asi como se explican los procedimientos utilizados.
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4.2.1 Actividad 1y 2. Modelacion de una actividad de crecimiento poblacional
gue implica una funcién exponencial creciente de la forma f(x)=k(l+c)*donde

xeZ",k=23,c=0.08

En la primera sesion se trabajé con la actividad de calentamiento Daniel, atractivo del
Santuario’ del Manati y la actividad de modelacién Ayuda a Saori®. Los objetivos de
las actividades 1 y 2 fueron identificar los conocimientos previos de los alumnos sobre
los conceptos de funciodn, funcidon exponencial y logaritmica, variacion y tasa de
cambio; desarrollar habilidades y conocimientos en la descripcion, interpretacion,
explicacion y prediccion de situaciones donde intervienen los conceptos antes
mencionados. Los estudiantes podrian emplear tablas (tratamiento numérico de la
informacion), representaciones algebraicas, analizar casos particulares, buscar
patrones y generalizaciones, emplear razonamiento bidireccional en el proceso de

solucién, comunicacion oral y escrita de resultados.

En esta sesion de dos horas trabajaron cuatro equipos de tres estudiantes cada uno.

4.2.1.1 Primer ciclo de entendimiento: Cualitativo

A cada grupo se le entreg0 la lectura de “Daniel, atractivo del Santuario del Manati”
(Anexo). Al término de ésta respondieron en equipo preguntas de comprensién acerca

del articulo.

Algunos de los estudiantes preguntaron qué era lo que aparecia en la imagen, pues
no conocian cédmo era un manati. Inmediatamente el resto del grupo comenté qué era.
Describieron cualitativamente algunas de sus caracteristicas con frases como “es

grande”, “su color es gris”, “se parece a una foca” y comentaron el caso reciente de

gue se encontré uno muerto en la bahia de Chetumal.

En este primer ciclo de entendimiento inicio el proceso de comprension de la actividad.

7 para conocer descripcion y objetivos de la actividad, revisar seccion 3.2.1.1 Primera actividad.
Lectura del articulo Daniel, atractivo del Santuario del Manati.

8 Para conocer descripcion y objetivos de la actividad, revisar seccién 3.2.1.2 Segunda actividad.
Ayuda a Saori.
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4.2.1.2 Segundo ciclo de entendimiento: Numérico

Después de la revision de la Lectura Daniel atractivo del Santuario del Manati el
docente entreg6 a los estudiantes el problema Ayuda a Saori con el santuario (Anexos,
actividad 2). El docente coment6 el contexto del problema, pidié que lo resolvieran y
enfatizé en la elaboracién de la carta donde se explicaran los célculos elaborados que
le dieran solucion a la situacion planteada. Los estudiantes trabajaron en la actividad

durante 90 minutos aproximadamente.

De manera simultdnea a la lectura del problema, los equipos procedieron a identificar
las incognitas, los datos del problema y la relacién entre éstos (poblacion inicial y tasa
de crecimiento anual de la poblacibn de manaties). Con esta informacién los
estudiantes procedieron a realizar operaciones para responder el inciso 1 del
problema Ayuda a Saori. El inciso uno les solicitaba determinar la cantidad de

manaties que tendrian en el primer, segundo y cuarto afio en el santuario.

Cada estudiante expreso al interior del equipo sus puntos de vista e ideas acerca de

como comenzar a abordar la actividad.

Procedimiento: Regla de 3 para calcular la tasa de cambio. Los equipos 2y 4 (50% de
equipos en el grupo) comenzaron calculando el incremento de la poblacién para el
primer afio a partir de la poblacion inicial de los manaties empleando un procedimiento

al que denominaron “la regla de tres simple” (Figura 4.1).

Manate Forceag,
23— HEOy,
AR 8.1,

X:‘_ Itgu'

Figura 4. 1 Célculo del incremento de la poblacién de manaties empleando “laregla de tres simple”,
equipos 2y 4.

Los estudiantes expresaron: “El 100% de la poblacion son los 23 manaties iniciales

por eso los pongo en la misma linea, como me piden el 8% lo escribo debajo del 100%,
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pero lo que me piden conocer es la cantidad por lo que lo llamo x y lo pongo en la
misma linea del 8%, ya que lo acomodé multiplico cruzado y divido entre 100”. Estos
estudiantes no explicitaron que sus procedimientos les servian para conocer el
crecimiento de la poblacion, mas bien describieron el empleo de un recurso algoritmico

para responder el inciso 1 de la actividad.

Procedimiento Reparticion para calcular la tasa de cambio. Por otro lado los
integrantes de los equipos 1y 3 (50% de equipos en el grupo) calcularon el incremento
de la poblacion al final de cada periodo, la explicacion del equipo 1 fue (similar a la del
equipo 3): “Divido la poblacion de manaties que tengo en cien partes, como crece 8
de esas cien partes la cantidad que me dé lo multiplico por ocho” (Figura 4.2). Estos
estudiantes al responder el primer inciso de la actividad reconocieron que la situacién

requeria determinar como y cuanto crecia la poblacion.

Figura 4. 2 Célculo del incremento de la poblacién de manaties empleando proporciones, equipos 1y 3.

Al obtener los resultados para el inciso 1, algunos estudiantes se percataron y
preguntaron si el resultado podia ser “con decimales”, debido al contexto del
problema. El docente, quien sabia que el dominio de la funcion que describia el
problema correspondia a los numeros reales, enteros positivos, orientd a los
estudiantes hacia el andlisis con las siguientes preguntas ¢ Como puedes representar
una cantidad de individuos? ¢Si en lugar de individuos fuera un liquido o un pastel
podrian representarla con fracciones? ¢Qué diferencia habria entre ambos tipos de
cantidades? Los estudiantes determinaron que la poblacion de manaties al final de
cada periodo debia ser expresada en enteros justificando que “no podian existir

manaties incompletos”.
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4.2.1.3 Tercer ciclo de entendimiento: Identificacion de patrones

Modelo tabular recursivo. Los equipos 1, 3y 4 (75% del grupo) acordaron que para
calcular la poblacién al final de cada periodo sefialado en el inciso 1 debian calcular
el incremento del 8% sobre la poblacion obtenida al final de cada periodo anterior.
Los equipos requerian conocer la poblacion final del periodo anterior para calcular la
poblacion final del periodo siguiente, es decir su modelo tenia caracteristicas

recursivas.

Un modelo representativo realizado por los equipos 1, 3 y 4 fue el elaborado por el
equipo 1. Este organiz6 su informaciéon en una tabla marcando con un asterisco la
informacion solicitada en el primer inciso de la actividad Ayuda a Saori (Anexo).
Ademas, redondeo a enteros la poblacion de manaties al final de cada periodo (Figura

4.3) y justificé que no podria haber “manaties incompletos”.

Figura 4. 3 Procedimiento numérico recursivo tabular empleado por equipo 1.

Modelo tabular lineal no recursivo. Por otra parte el equipo 2 (25%) no utilizé un
procedimiento recursivo. Al obtener la poblacion de manaties para los periodos
solicitados en el inciso 1 del problema observé que los valores del incremento eran
cercanos a 2, por lo que su deduccion fue que el incremento correspondia a un
crecimiento lineal, aunque no lo expreso6 de esa forma. En la Figura 4.4 se puede
observar el modelo tabular correspondiente a este razonamiento. En la primera
columna de la tabla los estudiantes organizaron los afios en los cuales deseaban
conocer la poblacion de manaties. En la segunda columna de la tabla se puede
observar el incremento constante de 2 en la poblacion de manaties por cada periodo
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transcurrido. Los estudiantes relacionaron la informacion de la primera columna con
la segunda y con la poblacion inicial de manaties. Por ejemplo, al final del primer afio
ellos identificaron que la poblacién era igual a la suma de la poblacion inicial (23) mas
el incremento de 2 manaties presentado en su tabla para ese periodo (23 + 2 = 25).
El docente intentd propiciar un analisis sobre el procedimiento del equipo, dado que
el redondeo de sus resultados no les permitia observar que el incremento de los
manaties no era constante. Sin embargo, el docente no logré que los estudiantes

modificaran su procedimiento.

Figura 4. 4 numérico linear tabular empleado por equipo 2.

A partir de los procedimientos planteados por los estudiantes en la soluciéon de la
actividad, el maestro propicio la identificacion de patrones con el siguiente tipo de

preguntas “¢De qué forma pueden escribir una expresion utilizando la poblacion
anterior?” “¢ Qué datos empleas del calculo de la poblacion anterior para calcular el

siguiente?”

A partir de esta reflexion los estudiantes modificaron el modelo que habian generado
en su primer ciclo de entendimiento. Inicialmente presentaban solamente la relacion
entre el periodo y la poblacion que habria al final de ellos, ademas de marcar la
informacion solicitada (Figura 4.5). En este tercer ciclo de entendimiento los
estudiantes registraron las operaciones realizadas para calcular la poblacion al final

de cada periodo, sumaron la poblacion al final del periodo anterior (Figura 4.5, centro).
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Figura 4. 5 Busqueda de patrones a partir del numérico recursivo tabular empleado por equipo 1.

Ademas del analisis del proceso recursivo, los estudiantes revisaron la diferencia
entre los incrementos de la poblacion (Figura 4.5, derecha), sefialando con lineas

curvas las cantidades a las cuales calculaban dicha diferencias.

4.2.1.4 Cuarto ciclo de entendimiento: Expresion algebraica

El inciso 2 del problema fue planteado con el objetivo de que los estudiantes, a partir
de casos patrticulares analizados en la solucion del primer inciso, generaran modelos
gue sirvieran para cualquier situacién similar. Se pretendié apoyar la generalizacién a
partir de casos particulares. Los procedimientos construidos por la mayoria de los
equipos para resolver el inciso 2 de la Actividad 2 les ayudaron a responder el inciso
4 del problema, simultaneamente. Los estudiantes pospusieron la solucion del inciso
3.

Procedimiento algebraico recursivo. Los estudiantes del equipo 1 buscaron “la
formula” para calcular la poblacion de manaties en cualquier periodo de tiempo.
Plantearon una expresion algebraica (Figura 4.6) de tipo recursiva, donde a la

poblacion inicial de manaties le sumaron el incremento de esa poblacion al transcurrir
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un periodo (0.08). De acuerdo con sus procedimientos obtuvieron una nueva
poblacion (NM).

Figura 4. 6 Desarrollo de simbolismo algebraico del equipo 1.

El equipo 2 no propuso alguna expresion algebraica.

Procedimiento algebraico exponencial. Los equipos 3 y 4, a partir de los modelos
recursivos que emplearon en su segundo ciclo de comprension para resolver el inciso
1 del problema, emplearon una expresién algebraica de tipo exponencial. Para
responder al inciso 2, reconocieron que el problema se parecia a un problema
abordado semanas atras y que la solucion les serviria para responder el inciso 4. La

expresion exponencial la tomaron de apuntes previos.

Identificaron que la poblaciéon inicial de manaties (23) era un factor constante y
escribieron:

23(L+n)™
La base (1+n) es el incremento de la poblacién determinada por la tasa de
crecimiento. El exponente x es el periodo en el cual se desea conocer la poblacion
de manaties (Figura 4.7). Los estudiantes incluyeron en su expresion el simbolo A
para indicar que debian elevar la base a la potencia x , esto debido a que la tecla de

la calculadora con ese simbolo les permitié realizar dicha operacion.
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Figura 4. 7 Solucién general empleando expresion exponencial del tema progresiones y sucesiones,
equipo 3.

Una vez construida la expresion los estudiantes procedieron a sustituir los datos
correspondientes: n = 0.08,x =10,20,30 (Figura 4.8).

Figura 4. 8 Solucién para periodos de 10, 20 y 30 afios empleando expresion exponencial de
conocimientos previos, equipo 3.

En la figura 4.8 se observa como los estudiantes obtuvieron las poblaciones que
tendrian en el santuario para 10, 20 y 30 afios.
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4.2.1.5 Quinto ciclo de entendimiento: Razonamiento bidireccional

El objetivo del tercer inciso (¢, En qué afio alcanzara la poblacién 170 manaties?) como
se menciond en la metodologia, era dar la oportunidad para que el estudiante
reflexionara sobre varios aspectos. Primero que se diera cuenta de que tenia dos
cantidades variando, las cuales dependian una de la otra: la poblacién y el tiempo: P
(t). La variacion y dependencia podia observarse en la tabla y en la expresion
algebraica construida por ellos. Segundo, se pretendia que los estudiantes
observaran que a partir del dato tiempo podian determinar la poblacion, pero también
a partir del dato de la poblacion podian o debian encontrar una manera para calcular

el tiempo que tardarian los manaties en reproducirse para lograr tener esa poblacion.

El equipo 1 dio solucion al inciso 3 de la actividad utilzando procedimientos numéricos
recursivos (Figura 4.9). Para el periodo de 20 a 30 afios los estudiantes del equipo 1
organizaron una tabla con tres columnas, donde representaron los periodos
transcurridos, la poblacién que se alcanzaba en determinado periodo y el incremento
de la poblacion necesario para obtener la poblacién del siguiente periodo.
Identificaron que el tiempo en el que el santuario alcanzaria 170 manaties seria cerca
de los 26 afios, consecuencia de haber redondeado el resultado de la poblacion final

en sus procedimientos recursivos.

| 3436 [ q.98
1354/ 10.38
A5%.18 | 1(.¢q

193.33 ""T“l-— —_— 1
194+4q\  14.¢q
, - 5.

] | 33092\ (¥ 70

Figura 4. 9 Pensamiento bidireccional a partir de modelo tabular recursivo, equipo 1.

R 5f

g

¢

El equipo 2 continué con su procedimiento lineal. Emple6é ese razonamiento para

encontrar que la poblacién de 170 manaties se alcanzaba a los 73 afios (Figura 4.10).
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Figura 4. 10 Pensamiento reversible tabular de crecimiento lineal, equipo 2.

Los equipos 3 y 4 emplearon la “férmula” construida (Figura 4.8). Explicaron “lo
resolvimos al tanteo, ibamos cambiando los afios, hasta que nos dio un valor cercano
a los 170 manaties que era a los 26 afios. Se pasa un poco, pero si redondeamos

guedaria en 170" (Figura 4.11).
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Figura 4. 11 Razonamiento bidireccional al tanteo empleando expresién algebraica, equipo 4.

En la expresion que se muestra en la figura 4.11 los estudiantes fueron sustituyendo
diferentes valores numéricos (correspondientes a afios) en el exponente hasta
obtener una poblacion cercana a los 170 manaties que solicitaba el inciso 3 del

problema 1.

El docente cerrd la sesioén cuando los estudiantes terminaron de resolver el inciso 3.
Solicité la elaboracién de la carta como tarea para presentar en la segunda sesion.

Dejo abierta la opcién de realizarla en rotafolio o de forma digital®.

4.2.1.6 Observaciones de los resultados obtenidos con laimplementacion de la

primeray segunda actividad

9Conla palabra “forma digital” nos referimos a una presentacion en formato de PowerPoint.
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A partir de los procedimientos de los estudiantes para resolver la actividad 2, se
observaron ciertos conocimientos previos. Por ejemplo, se encontr6 que los
estudiantes poseian ciertas habilidades para identificar datos, incognitas, variables y
para construir relaciones entre éstas (tabulares por ejemplo). Lo cual se pudo
observar cuando partieron de resolver la situacion planteada para periodos cortos de
tiempo (primer inciso de la actividad 2), inclusive podria mencionarse que identificaron
ciertos patrones de comportamiento (construccion de modelo lineal y recursivo) y las
relaciones entre la variacion de la poblacién con respecto al tiempo. No obstante,
escribir de forma simbdlica presenté dificultad para la mayor parte de los equipos, ya
gue so6lo un equipo bosquejoé una expresion algebraica a partir de su propio analisis
recursivo y por lo tanto comprendié el origen de ésta. Otros dos equipos también
bosquejaron una expresion algebraica pero no surgio a partir de su analisis numeérico,

sino como un algoritmo memorizado.

Se observoé que la mayoria de los estudiantes tenia cierta comprension de los
conceptos de razén, proporcién y tasa de cambio porque todos los equipos lograron
identificar la tasa de crecimiento anual, aunque los equipos 2 y 4 no lograron explicar
su procedimiento. Al parecer la regla de tres simple fue un algoritmo de rutina

empleado anteriormente, por el equipo 2, para resolver actividades similares a ésta.

A pesar de que los estudiantes no mostraron conocimiento de la funcion logaritmica,
manifestaron habilidades de razonamiento bidireccional al resolver el inciso 3
empleando las representaciones tabulares y algebraicas desarrolladas por ellos

mismos.

Ademéas se observd en los estudiantes ciertas habilidades en la descripcion,
interpretacion y explicacion verbal de situaciones donde intervienen los conceptos
antes mencionados. En las evidencias se pueden apreciar solamente procedimientos

numeéricos debido a que se les dificultaba plasmar de forma escrita sus ideas.

A continuacion se presenta un resumen de los niveles de entendimiento que
mostraron los estudiantes antes de la discusién grupal (Tabla 4.1, columna 2)

generada para analizar los procedimientos emprendidos para resolver la actividad 2
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y se describe cada uno de los ciclos, de acuerdo con los conocimientos (Tabla 4.1,

columnas 4,5,6y 7):

Ciclos de
entendimiento

Conocimientos
y habilidades
exhibidos por
los estudiantes

Equipos

3

Cualitativo Descripcion Reconacieron | Reconocieron | No Reconocieron
el contexto el contexto reconocieron | el contexto
del problema | del problema | el contexto del problema

del problema

Representacion | Determinacion Utilizaron Utilizaron Utilizaron Utilizaron

numérica de la tasa de proporciones | “Regla de “Regla de proporciones
cambio tres simple” | tres
simple”
Analisis de las Realiz6 Redonded No hubo No hubo
cantidades analisis y de la tasa analisis analisis
numéricas utilizé de cambio
correspondientes | cantidades
alatasade decimales.
cambio Redonded la
poblacion
final.
Identificacion | Identificacion de | Si Si Si Si
de patrones variables y
dependencia
Numeérico Lineal para | Numérico Numeérico
Método utilizado | recursivo ly2 recursivo recursivo
tabular para para inciso | parainciso 1
incisos 1y 2 1
Generalizacion | Planteamiento Expresion No Expresion Expresion
de expresién recursiva exponencial | exponencial
Razonamiento | Modelo a partir Tabular Tabular Expresion Expresion
bidireccional | del que dieron recursivo lineal exponencial | exponencial

solucion

Tabla 4. 1 Resumen de resultados derivados de laimplementacion de la primera y segunda actividad

En la implementacién de las actividades 1 y 2 se observo que el 75% del grupo

reconocio el contexto del problema, es decir, se sintié familiarizado con él, ya que

conocian a los manaties. Con respecto a determinar la tasa de cambio solo el 50%

utilizaron proporciones. El 50% analiz6 las cantidades numéricas correspondientes a

la tasa de cambio. El 100% del grupo identifico variables de los cuales el 75% utilizd

un procedimiento numérico recursivo y el 25% utilizé un procedimiento lineal. El 100%

del grupo gener6 un razonamiento bidireccional pero 0% empled los logaritmos.
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4.2.1.7 Presentacion de modelos, retroalimentacién y evaluacién, asi como de

conceptos matematicos inmersos en ellos

En la segunda sesion se genero la discusién grupal, con base en los procedimientos
construidos para resolver la actividad 2. Expusieron tres de los cuatro equipos en el
siguiente orden: 2, 1 y 4. El orden fue decidido por el docente en funcién de discutir
los diferentes modelos, del mas burdo al mas complejo: EI modelo lineal, el modelo
recursivo y el modelo exponencial construido. Debido a que los equipos 3 y 4 tenian

procedimientos similares so6lo se le solicitd a uno que expusiera.

El modelo lineal. El equipo 2 presentd y explicd su procedimiento en el aula (Figura
4.12). El docente genero reflexion sobre éste y el equipo recibié retroalimentacion de
los otros equipos. La observacion general que recibieron fue que el 8% lo pudieron
haber calculado utilizando la poblacion de cada periodo antes de obtener la nueva
poblacién; por lo tanto, la cantidad de manaties nacidos en cada periodo no era

constante. El equipo 2 no logré comprender las ideas.

Figura 4. 12 Tabla de datos elaborada por el equipo 2 en PowerPoint

El modelo algebraico recursivo. Se continué con la presentacion del equipo 1, quien
también realiz6 una presentacion digital. Explico el procedimiento tabular recursivo
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antes descrito°. El equipo 1 explicé que aunque no incluyé en su presentacion (Figura
4.12) la cantidad de manaties que resultarian para los periodos entre 20 y 30 afios,
tuvo que calcularlos pues siempre requerian conocer la poblacion al principio del

periodo para conocer la del final.

Figura 4. 13 Tabla de datos elaborada por el equipo 1 en PowerPoint

El equipo explicé que para resolver el inciso 2 de la Actividad 2, usaron el mismo
procedimiento empleado para resolver el primer inciso (Figura 4.13). Requirieron
conocer la poblacién al final del tercer periodo, aunque no se les solicito, para poder
calcular la poblacién al final del cuarto periodo. Con color rojo marcaron las
poblaciones solicitadas en la Actividad 2 (Figura 4.14). Dijeron que en el afio 26 se

alcanzaria la poblacion de 170 manaties.

10 seccion 4.2.1.3 Tercer ciclo de entendimiento: Identificacion de patrones.
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Figura 4. 14 Exposicion de forma numérica recursiva empleado por equipo 1.

Al presentar la solucion para el inciso 4 de la Actividad 2 (Figura 4.15), el equipo 1

mostro una expresion diferente a la que habian generado en su modelo original. En

lugar de escribir ' = MN + M |os estudiantes escribieron M (1.08) =T .

Figura 4. 15 Modificacidn de expresion algebraica generada por el equipo 1.
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El equipo 1 expreso verbalmente “que habian construido inicialmente una férmula

I'=MN+M  pero que la pudieron descomponer y finalmente les quedé de la forma

M (1.08) =T ". Al finalizar la presentacion un estudiante pregunt6 “¢De donde salio el

1.08?", para lo cual el equipo repitié la explicaciéon anterior. ElI docente solicito al

equipo aclarar su respuesta. El equipo escribio la expresion M (1.08) =T y desarrollo

la expresion para mostrar que I =MN +M erg igual a T =0.08M +M y por lo tanto

M (1.08) =T . El grupo manifesté haber comprendido el procedimiento, su dificultad

habia estado relacionada con la factorizacion.

El modelo algebraico exponencial. El equipo 4 no prepar6 su presentacién en formato
digital. Emplearon plumones y pintarron para su exposicion. Expusieron cémo
resolvieron el inciso 1 del problema explicando que emplearon la “regla de tres simple”
(Figura 4.16). Obtuvieron que el incremento para la poblacion de manaties en el
primer afo seria 1.84, lo sumaron a la poblacion inicial del periodo (23) y el resultado
fue 24.84; encerraron ambas cantidades (Figura 4.16). Su procedimiento lo sefialaron
con el numero 1. De la misma manera escribieron sus operaciones para obtener la

poblacion de manaties en los periodos 2, 3y 4 (26.82, 28.96 y 31.27).
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Figura 4. 16 Exposicion del equipo 4 empleando “regla de tras simple” y solucién general a partir de
expresion exponencial del tema progresiones y sucesiones.

El equipo 4 expuso que la razén por la cual emplearon la expresion utilizada para

n-1
CA+EN™ e gue se parecia a un

resolver el segundo inciso del problema:
problema antes resuelto (Figura 4.16). Los estudiantes explicaron y escribieron qué
representaba cada término de la expresidbn empleada: C cantidad inicial; CA

crecimiento anual de manaties; n el nUmero de afo.

La poblacién que tendrian para los periodos solicitados en el inciso 2 del problema 1
(décimo: 53.62, veinteavo 115.77, treintavo 249.95) los escribieron arriba de los
procedimientos realizados (parte superior izquierda de la Figura 4.16). Finalmente
explicaron, que para encontrar el afio en el cual se alcanzarian 170 manaties en el
santuario, inciso 3 de la actividad 2, fueron sustituyendo en la expresion diferentes

periodos hasta que encontraron un valor cercano al solicitado (170).
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En seguida se inici6 la discusion grupal:

Integrante del equipo 1. ¢Por qué les da que en 27 afios alcanzan los 170
manaties? Son 26 afios [El estudiante que habia empleado un método recursivo
mostré interés en el uso de la expresion exponencial]

Integrante del equipo 4: Porque la férmula asi lo pide, de los afios que son, hay
gue restarle uno, si da 26, pero después de restarle uno [El estudiante evidenci6
gue su respuesta provenia de un algoritmo aprendido de memoria, el cual se le
dificulto explicar].

Docente: ¢Puedes explicarnos por qué el exponente representa los afios
transcurridos de los cuales se desea conocer la poblacion?

Integrante del equipo 4: La verdad no recuerdo, pero la formula es asi.

Docente: ¢La expresion que empleaste funciona para los periodos cortos del
primer inciso?

Integrante del equipo 4: Si, si funciona.

Docente: Ayudanos a calcular la poblacién para el primer afio usando tu expresion
por favor, que cada quien lo verifique con sus calculadoras.

Integrante del equipo 4: No me da lo mismo.
Docente: ¢ Los demas qué resultados tenemos?

Integrante equipo 2: Da diferente, se corre un lugar los resultados [Se referia a
gue no era necesario restarle una unidad al exponente. Este estudiante habia
resuelto de forma lineal la actividad 2].

Integrante equipo 3: Es que la diferencia es porque en el problema que resolvimos
con el otro maestro, las cantidades eran al principio del mes y en cambio en este
lo calculamos para el final del afio, por eso no se debe restar [El estudiante tratd
de dar significado a la expresion exponencial en términos de la actividad 2].

Al término de la discusion grupal, el docente apoyo a los estudiantes para que a partir
del modelo recursivo reconstruyeran la expresion exponencial que ya habian

identificado y la comprendieran.

De acuerdo con la informacion proporcionada por el problema, el docente simboliz

la poblacion inicial como M, = 23.

El docente pregunté al grupo cémo representarian la poblacion al final del primer

periodo, a lo cual un estudiante respondié “M,”". El docente y el grupo utilizaron la

M{1.08)=T

expresion y reescribieron el procedimiento recursivo de la siguiente

manera:

M, = M, (1.08) = 24.84
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M, = M, (1.08) = 26.83
M, lo reescribieron en términos de M,
M, = M,(1.08)(1.08) = 26.83

M, = M,(1.08)

Al observar esta expresion algebraica los estudiantes del grupo comprendieron de

| Ca+Ca™

donde procedia el exponente de la expresion exponencia y corroboraron

gue debia ser n tal como un integrante del equipo 3 lo propuso.

El docente aprovecho el contexto de los procedimientos utilizados por los estudiantes
al resolver la actividad 2 para explicar brevemente los conceptos de razén, proporcion,

tasa de cambio, funcién exponencial y logaritmica.

Se dejo como tarea a los estudiantes volver a resolver el problema de manera
individual a partir de las ideas discutidas en clase, ademas se les entregé el problema
Manaties enfermos para que lo resolvieran de forma individual. El proceso de solucion

se discuti6 en la siguiente sesion.

4.2.1.8 Analisis del trabajo individual de los estudiantes, posterior al trabajo en

equipo y discusién grupal nuevamente de las actividades 1y 2

50% del grupo inicié resolviendo la actividad 2 empleando modelos numéricos
(estudiantes A, B, C, F y G). Un estudiante incluyé una nota indicando “Razdn:
Relacion de 2#. Proporcion: Relacién de 2 razones” (Figura 4.17, derecha). El otro
50% del grupo no incluyé sus operaciones numéricas en sus procedimientos. A

continuacion se describen con mas detalle los modelos emprendidos para cada inciso.

Figura 4. 17 Empleo de modelo numérico comparando razones.
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Primer inciso. El 40% del grupo (estudiantes A, C, F, G) reporté procedimientos
numeéricos para resolver el inciso 1 de la actividad 2, al parecer buscaron justificar la
posterior inclusién de una expresion algebraica para resolver el inciso 1 de la actividad

2. Los estudiantes A y C lo hicieron empleando expresiones recursivas (Figura 4.17).

Figura 4. 18 Busqueda de patrones en solucion de primer inciso.

En sus procedimientos (Figura 4.18) presentaron en forma factorizada la cantidad

correspondiente a la poblacién al principio del periodo:
23(0.08 + 1) = 24.84

24.84(0.08 + 1) = 26.82

26.82(0.08+ 1) = 28.96

Su representacion fue algebraica recursiva, ya que la poblacion al final del periodo

dependia de la poblacion al inicio del periodo. B, era la poblacion inicial, P, la

poblacion al final del primer afio, P, la poblacion al final del segundo afio y asi
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sucesivamente. Subyacente a sus procedimientos existia la variable P,: donde P

representaba la poblacion y n el periodo al que correspondia dicha poblacion.

P,(1.08)="P,
P,(1.08)= P,
Partiendo de esta expresion algebraica recursiva, los estudiantes calcularon la

poblacién al final de cualquier periodo a partir de la poblacion inicial.

P, =23

P, = P,(1.08)

P, = P,(1.08)(1.08) = P,(1.08)’

P, = P,(1.08)(1.08)(1.08) = P,(1.08)’

Para calcular la poblacion del cuarto periodo soélo presentaron una expresion
exponencial en la que existia una relacion entre el exponente de ésta y el periodo que

en el cual se evaluaba.
P, = (1.08)"

Los estudiantes Fy G, por su parte, emplearon también un modelo numérico recursivo

apoyado por la “regla de tres simple!” (Figura 4.19).

Figura 4. 19 Procedimiento numérico recursivo para primer inciso.

El 60% del grupo (estudiantes B, D, E, H, I, J) resolvio el inciso 1 de la actividad 2

empleando la expresion exponencial que surgié de la discusion en clase. Sefialaron

11 Apartado 4.2.1.2 Segundo ciclo de entendimiento: Representacién numérica y numérica tabular.
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gué representaba cada uno de los elementos de ésta (Figura 4.20), si correspondian
a constantes o variables y en su caso si a la variable independiente o dependiente.

Figura 4. 20 Empleo de modelo algebraico para primer inciso: Expresion exponencial.

Segundo y cuarto inciso. Para la resolucién del segundo y cuarto inciso, el 90% del
grupo emplearon el modelo algebraico exponencial (Figura 4.21) y lo explicaron

verbalmente.

= Descripcion cualitativa del estudiante B para el cuarto inciso, implico
generalizacion: "Para la cuatro se usa el mismo solos [sic] se sustituyen las
constantes por los deseados”

= Descripcion cualitativa del estudiante H para el cuarto inciso, implicé
generalizacion: "Se usa la misma férmula sé6lo se cambia el nimero de pob [sic]

inicial y la tasa".
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Figura 4. 21 Empleo de modelo algebraico para segundo y cuarto inciso: Expresion exponencial.

Tercer inciso. Como solucion al tercer inciso, 60 % del grupo (A, B, C, D, E y J)

emplearon logaritmos para despejar el tiempo en el cual se alcanzaria la poblacién de

170 manaties (Figuras 4.22).
Q._f)x(;yglfi (}gpvavl glm (Ypdane ’é Com biowros ,ﬁor é;am‘mﬂ
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___0.033 441

Figura 4. 22 Respuesta de estudiante B para tercer inciso: Empleo de logaritmos. "Para despejar un

exponente lo cambiamos por logaritmos”

40% del grupo (F, G, H, I) resolvieron el inciso 3 de la actividad 2 al tanteo?!?, pero
empleando la expresion exponencial (Figura 4.23). Ejemplo de este tipo de solucion

es la respuesta del estudiante | para el tercer inciso. Emple0 la expresion exponencial

12 geccidn 4.2.1.5 Sexto ciclo de entendimiento: Razonamiento bidireccional
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y la evalu6 para diferentes cantidades numéricas al tanteo: "A los 26 afios alcanzara

su maximo el limite para cuidar manaties, es simple con la regla de arriba”.

Figura 4. 23 Respuesta de estudiante | para el tercer inciso de la Actividad 2.

El uso de modelos empleados por los estudiantes y explicados en los parrafos
anteriores se resume en la Tabla 4.2. En la primera fila se indican los conocimientos
y habilidades exhibidas por los estudiantes al resolver la actividad 2 y en las siguientes

diez filas se hace una descripcién breve por estudiante (A, B, C, D, E, F, G, H, |, J).
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Conocimientos . - P . .
habilidades Y | Determinacién | Analisis de la | Método Planteamiento Modelo empleado
exhibidos por los de latasa de tasa de numeérico de expresion en el razonamiento
; i i utiliz i idi i
P cambio cambio tilizado algebraica bidireccional
estudiantes
Observaron
ue era . L
- que L L A partir de expresion
A Utilizaron creciente y Expresion Expresion algebraica de la
proporciones manejaron recursiva recursiva fu?]ci(’)n lonaritmica
ndameros g
enteros
. e Planteamiento de | A partir de expresion
Utilizaron Andlisis de la . i P . P
B roporciones tasa de cambio Ninguno expresion algebraica de la
P algebraica funcion logaritmica
- o . A partir de expresion
c Utilizaron No hubo Expresién Expresién al pebraica deﬁa
roporciones andlisis recursiva recursiva . .
I fugmon logaritmica
L A partir de expresion
No se cuenta No hubo . Expresién Ip braica d pl
D - - s Ninguno . algebraica de la
con informacion | analisis exponencial funcion logaritmica
L, A partir de expresion
No se cuenta No hubo . Expresién :
2 E . - s Ninguno P . algebraica de la
= con informacién | analisis exponencial S o
= funcién logaritmica
5 Numérico Prueba y error a partir
é F Utilizaron No hubo recursivo Expresion de expresion
w proporciones analisis para inciso | exponencial algebraica de la
1 funcién exponencial
Numeérico Pruebay error a partir
G Utilizaron No hubo recursivo Expresion de expresion
roporciones andlisis ara inciso | exponencial algebraica de la
0 e | | Igeb del
1 funcién exponencial
Prueba y error a partir
H No se cuenta No hubo Ninauno Expresién de expresién
con informacién | analisis 9 exponencial algebraica de la
funcién exponencial
Pruebay error a partir
No se cuenta No hubo Ninguno Expresion de expresion
con informacion | analisis exponencial algebraica de la
funcién exponencial
L A partir de expresion
No se cuenta No hubo . Expresién Ip braica d pl
J inf - Jlisi Ninguno ial algebraica de la
con informacion | analisis exponencial funcién logarftmica

Tabla 4. 2 Conocimientos y habilidades por estudiantes para actividad Ayuda a Saori como tarea extra
clase.

Posterior al trabajo en equipo y la discusion grupal, los estudiantes entregaron el

trabajo de forma individual. Se observd cierto desarrollo en habilidades como la

descripcion, interpretacion y explicacion de situaciones donde interviene la funcion

exponencial y sus conceptos asociados, pero de forma escrita (seccion 4.2.1.7). Esto

no se habia observado en el desarrollo de la actividad en forma grupal. Por ejemplo

en algunos de sus modelos de solucién los estudiantes explicaron en qué consistian

los procedimientos realizados y argumentaron sus resultados.
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4.2.2 Actividad 3. Modelacion de una Actividad de decrecimiento poblacional
qgue implica una funcién exponencial decreciente de la forma f(x) =k(l+c)*

donde xeZ",k =153,c =-0.30

La tarea fue entregada por 8 de los 10 estudiantes del grupo (estudiantes A, B, C, D,
F, H, I, J). En seguida se describen los procedimientos utilizados por los estudiantes.
Nos referiremos a estos ocho estudiantes como el 100% en los siguientes parrafos.

Identificacion de datos y variables. EI 100% de los estudiantes identificé los datos y lo
que representaba cada uno de ellos en el contexto del problema, solo el 12.5% lo
explicitd (estudiante A). Por ejemplo, en la Figura 4.24 se observa que el estudiante
intento explicar verbalmente una relacion proporcional entre la poblacion para la cual
debian generar el modelo y la razén de cambio encontrada “Pero namas tengo 153 y

no llego a 250 como le restaria los 75”.

shwl,:-:,_ que  nada lcw,uc- los datos que
wig  din del . Problemd.

i l‘ﬂ: ‘l E" \3 h‘\ﬂbuj\ { é

75 Se Mueren for (ada 250

Pero 3__“'#3“1‘15 lt‘wji) sz 1 o m -ng o8 250
Cornn 1€ vestova los =5 "

Figura 4. 24 Andlisis cualitativo Actividad 3. Estudiante A.

Identificacion de tasa de cambio. El 63% del grupo (A, B, C, F y H) calculé la tasa de
decremento de la poblacion para el primer afio a partir de la poblacion inicial de los

manaties empleando proporciones, el otro 37% no la calculé.

Los estudiantes B, C, F y H, calcularon la tasa de cambio entre los manaties muertos
con respecto a una poblacion total. Un procedimiento que representa los modelos

desarrollados fue el del estudiante C (Figura 4.25). El resultado que obtuvieron (0.3)
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al calcular la razén de 75 de 250 lo multiplicaron por 100. Determinaron asi la tasa de

decremento en la poblacion de los manaties como “30% anual”. Su forma de explicar

gue dicho porcentaje era igual a % fue mediante una flecha.

Figura 4. 25 Célculo de la tasa de decremento para Actividad 3. Procedimiento 1

El estudiante A emple6 un procedimiento diferente. Calcul6 la tasa de decremento de
la poblacion a partir de la poblacién inicial de los manaties planteando diferentes
razones que fueran proporcionales (Figura 4.26). El estudiante observo la existencia
de una relacién entre la cantidad de manaties muertos (75 manaties) sobre cierta
poblacién (250 manaties); dividi6 ambas cantidades entre 5, obteniendo una nueva
razon de 15 manaties muertos sobre una poblacion de 50 (Figura 4.26, mitad
superior). El estudiante multiplico la razén de 15 por 4, 3 y 2 (60, 45 y 30).
Posiblemente su finalidad fue encontrar la relaciéon de manaties que mueren de una

poblacion de 100 manaties (Figura 4.26, mitad inferior).
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Figura 4. 26 Célculo de la tasa de decremento para Actividad 3. Procedimiento 2.

Por otra parte el 38% (estudiantes D, |, J) restante de los estudiantes no presenté
algun procedimiento en el que se especificara como determinaron la tasa de cambio

decreciente para la Actividad.

Identificacion de Modelo exponencial. El 12.5% del grupo (Estudiante A) explicé que
para calcular la poblacién al final del primer periodo debia calcular el decremento del
30% sobre la poblacién que obtuvo al inicio del periodo (Figura 4.30, extremo

superior):
153+153x%.30

Posiblemente el estudiante A observo que el procedimiento era similar al surgido en
la Actividad 2 y errbneamente en esta parte de su procedimiento el decremento lo

sumo en lugar de restarlo.

En el modelo se observa el intento de explicar la factorizacion: “para el 153 lo

sustituimos por el uno™

153(1-.30)"
Se observa en el procedimiento que el estudiante continu6 observando similitudes con

procedimientos surgidos en la Actividad 2, por lo que agregd un exponente (a), que no
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explico por el momento (Figura 4.27, centro). Algo relevante fue que el estudiante A
corrigié la suma que debié surgir como la base de su procedimiento inicial, por una
resta, posiblemente reconociendo que se trataba de una situacion de decrecimiento
exponencial aunque no lo expreso directamente. Terminé el procedimiento explicando
gue el valor de la base de su expresiéon exponencial era 0.70 al realizar la resta dentro

del paréntesis: “y se resta lo del paréntesis que quedaria .70”

Figura 4. 27 Identificacion de patrones para Actividad 3. Procedimiento Unico.

El 100% del grupo (Todos los estudiantes que entregaron la Actividad) logré construir
la expresion algebraica exponencial que describia la situacion. Sdélo el estudiante C
explico la similitud que observé con la expresién de la Actividad 2 (Figura 4.28), donde
identifico que era una situacion de decremento poblacional y rest6 la tasa en lugar de

sumarla.

Figura 4. 28 Generalizacion para Actividad 3. Procedimiento 1.

Los estudiantes B, D, H, | y J explicaron los elementos de la expresion algebraica
exponencial que emplearon. Se ejemplifican dichos modelos con el realizado por el

estudiante H (Figura 4.29).
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Figura 4. 29 Generalizacién para Actividad 3. Procedimiento 2.
El estudiante H present6 en su procedimiento (Figura 4.29) la expresién algebraica
siguiente:
PI(1-TD)* = PF

Y explico lo que representaba cada uno de los elementos de la expresion.

PI = Poblacion inicial (153)

1= Representacion de la poblacion inicial

TD = Tasa de crecimiento (0.3)

A= Aios (1-100000)

PF = Poblacion final

El estudiante identificd que la expresion algebraica planteada le era util para resolver
éste y otros problemas similares; es decir, observé que habia variables en su
expresion algebraica y escribi6 al respecto en su carta: “Saori tienes que saber lo que
significa las variables de esta ecuacion” (Figura 4.29). El estudiante indicO en
paréntesis los valores que correspondian a cada variable de acuerdo con el problema.

Tratd de expresar que el tiempo (A) era una variable cuyo rango de valores podia estar

entre el 1y el 100 000: 4 = 4fios (1 — 100 000)
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Pensamiento bidireccional. 25% del grupo (estudiantes H, 1) no reportd solucién al
inciso 3. 75% del grupo si lo hizo y se describen sus procedimientos a continuacion
mediante el uso de logaritmos y el despliegue de calculos a manera de tabla de datos,

ambos con el uso del modelo algebraico exponencial.

37.5% del grupo (estudiantes A, C y F) intentd resolver la Actividad empleando la

funcién logaritmica (Figura 4.30).

Figura 4. 30 Razonamiento bidireccional para Actividad 3. Respuesta empleando procedimiento 2.
Los estudiantes escribieron una ecuacion exponencial decreciente en la que igualaron
4 _
a cero la poblacion que tendria el santuario en cualquier periodo A: 153(0.7)" =0

Comenzaron a despejar la incognita A:

0
0.7)" =——
07) 153

Se observo que los estudiantes tuvieron dificultades al emplear los logaritmos pues
desaparecio la igualdad de su expresion; “108(0.7)Log0

37.5% del grupo (estudiantes B, D, J) resolvid la situacion planteada empleando la
expresion exponencial decreciente. El procedimiento se puede ejemplificar con el

realizado por el estudiante B (Figura 4.31).
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Figura 4. 31 Razonamiento bidireccional para Actividad 3. Procedimiento 1.

El estudiante B calcul6 la poblacion desde el primer periodo hasta transcurrido el
periodo de veintiin afios y calculdo ademas la poblacion que tendria, pero de forma

aislada, para 78 afos.

La respuesta que plantearon para determinar cuando el santuario se quedaria sin
manaties puede ejemplificarse con la del estudiante J: “ 153(1-0.3)"° = 0.0.726376911

Al quedarse sin numero entero la poblacion final de manaties, supondremos que no
guedaran manaties. Esta reduccién de manaties es en poco tiempo ya que no habra
crecimiento de la poblacién por que se separan las hembras de los machos, por lo

gue sera solo decreciente”.

El estudiante J explicd que el procedimiento sélo consideraba el decremento de la
poblacién “Esta reduccion de manaties es en poco tiempo ya que no habra
crecimiento de la poblacidn porque se separaron las hembras de los machos, por lo
gue sera soOlo decreciente”. 62.5% del grupo (estudiantes B, D, H, I, J) llegé a
mencionar que el problema correspondia a una situacién de tasa decreciente y el

37.5% restante (estudiantes A, C, F) hacia referencia a una resta: “la tasa se resta”.
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4.2.2.1 Presentacion de modelos, retroalimentacion y evaluacién, asi como de

conceptos matematicos inmersos en ellos en discusion grupal

En la tercera sesion se gener6 la discusion grupal, con base en los procedimientos
construidos para resolver la Actividad 3. El docente guid la discusion realizando
preguntas con el fin de reflexionar sobre los conocimientos de funcién exponencial,

variacion y tasa de cambio.

El docente preguntd al grupo ¢COmo comenzaron a resolver el problema? Para lo
cual el grupo sefialé que debieron determinar la tasa de decremento. Lo indicaron
inclusive estudiantes que en su tarea no presentaron informacion de haberlo
analizado. El docente invit6 a que explicara su procedimiento un estudiante que no lo

hubiese externado en su tarea.

El estudiante D sefialé que la tasa de decremento (27550j la obtuvo dividiendo la

cantidad de manaties muertos (75) entre la poblacion a la que corresponde (250) y

enseguida presentd la funcién exponencial que le permitié resolver el problema:
153(1-0.3)"
153(1-0.3)" =107.1

El docente aprovechd la expresion 153(1-0.3)" para reflexionar acerca de qué tipo de

funcién exponencial era (creciente o decreciente), preguntd ¢Por qué se resta 0.3 a
17 El grupo explicé que se trataba de una funcion exponencial decreciente debido a
gue la poblacién decrecia.

Partiendo del razonamiento bidireccional utilizado por los estudiantes al responder la
pregunta ¢Cuando se quedaria sin manaties el santuario? El docente apoyo6 a los
estudiantes para que también la respondieran utilizando logaritmos. El docente cerro
la Actividad 3 generando una breve reflexion sobre los conceptos de dominio, rango,

funcidén exponencial y logaritmica.
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4.2.2.2 Observaciones de los resultados obtenidos con laimplementacion de la
Actividad 3

La regla de tres simple ya no fue empleada para resolver actividades similares a ésta.
En la discusion grupal se determiné la importancia de identificar la tasa de

decrecimiento anual como procedimiento inicial.

Transferencia. Los estudiantes mostraron habilidades para transferir los
conocimientos y métodos utilizados para resolver las Actividades 1y 2 a la Actividad

3. El 100% de los estudiantes del grupo logré construir la expresion algebraica
exponencial decreciente 153(1-0.30)": 12.5% deduciéndolo de un método recursivo y

el 87.5% a partir de la expresion exponencial construida de las Actividades 1y 2 de la

secuencia.

Razonamiento bidireccional. S6lo 37.5% de los estudiantes mostré habilidad de
razonamiento bidireccional. Empleé la funcion exponencial para diferentes periodos
hasta obtener una poblacion cercana a cero (78 afos); reflexiono sobre los valores del
rango de la funcién exponencial y determiné que el santuario se quedaria sin manaties
a partir de que la poblacion diera valores menores a uno. 25% de los estudiantes no
reportd informacion de éste razonamiento. 37.5% utiliz6 la funcién logaritmica a
manera de algoritmo memorizado para resolver el problema, pero las dificultades con

el manejo algebraico les impidio llegar a una conclusién.

A continuacion se presenta un resumen de los conocimientos de los estudiantes
observados a partir de los trabajos escritos y entregados en forma individual de la
Actividad 3 (Tabla 4.3)
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o Analisis de las
Conocimientos ; .
o . L. cantidades Planteamiento de .
y habilidades Determinacion de la L - Razonamiento
L . numeéricas expresion L .
exhibidos por tasa de cambio . ) bidireccional
. correspondientes a | algebraica
los estudiantes -
latasa de cambio
. . A partir de expresion
Utilizaron Expresién P : P
A . La tasa se resta . algebraica de la
proporciones exponencial o - <
funcién logaritmica
- e . A partir de expresion
Utilizaron Identificacion de tasa | Expresion partir P
roporciones como decreciente exponencial algepralca de la .
B P funcién exponencial
. . A partir de expresion
Utilizaron Expresién P . P
. La tasa se resta . algebraica de la
proporciones exponencial o -
C funcion logaritmica
. e - A partir de expresion
No presento Identificacion de tasa | Expresion p . P
4 informacién como decreciente exponencial algebraica de la
c D funcion exponencial
IS .
5 E No entreg6
2 - - A partir de expresion
0 Utilizaron Expresién P : P
w . La tasa se resta . algebraica de la
proporciones exponencial o - <
F funcién logaritmica
G No entreg6
Utilizaron Identificacién de tasa | Expresion No presento
H proporciones como decreciente exponencial informacion
No presentd Identificacion de tasa | Expresion No presento
I informacién como decreciente exponencial informacién
Identificacién de tasa . i
. ) L A partir de expresion
No presentd decreciente comoy | Expresion :
. ” . algebraica de la
informacién valores enteros para | exponencial o .
R funcién exponencial
J la poblacién final

Tabla 4. 3 Conocimientos exhibidos por estudiantes en Actividad 3

En los modelos construidos por los estudiantes para solucionar la Actividad 3 se

puede observar que no solamente presentaron calculos numéricos, sino que

interpretaron y explicaron en qué consistieron sus procedimientos. Sus habilidades

de descripcidn escrita mejoraron.

Con respecto a la habilidad de prediccién se observé que todos los estudiantes

construyeron para ello una expresién algebraica exponencial.
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4.2.3 Actividad 4. Modelacion gréfica de una Actividad de crecimiento
poblacional que implica una funcién exponencial creciente de la forma

f(x)=k(l+c)*donde xeZ", k=7,2345c =0.08

Para la resolucion de la Actividad 4'* se modificé la conformacién de los equipos del
grupo debido a que algunos estudiantes llegaron tarde. Se trabajaron las Actividades
2 y 3, para las cuales se les solicito en la sesion previa al menos una computadora
portatil por equipo. Estas actividades se disefiaron para abordarse con Net Logo. Los

estudiantes no tenian experiencia con el software.

El docente solicité cada equipo modelar en Net Logo un crecimiento poblacional
plantaedo en la Actividad 4 (Anexo). Los estudiantes debian obtener la poblacion que
tendria cada uno de los santuarios en 10, 20, 30, 40 y 50 afios. Una de las dudas que
surgieron inicialmente fue como utilizar Netlogo para analizar la situacion planteada.
El docente describié brevemente la interfase del software para que los estudiantes

pudieran utilizarla.

Primer ciclo de comprension: Identificacion de datos y variables en el modelo grafico
de NetLogo. El equipo 1 inicié tratando de generar la expresion algebraica para
responder el inciso 1. El docente les recordd que podian hacerlo pero que debian
obtener la informacion empleando el software. Un integrante del equipo explicé que
mediante la grafica se podia obtener la poblacién en cada periodo solicitado: “Es facil
s6lo pones la poblacion inicial del santuario y va creciendo la gréfica, lo paras y te
pones por ejemplo sobre el 10, que es el tiempo que pasa primero, luego vas subiendo
hasta que estés sobre la grafica y se ve qué poblacion habra”. El estudiante se refirio
a determinar las coordenadas (x, y) de puntos especificos sobre la grafica. El equipo
2 acord6 obtener la informacion a partir de la grafica también. Los estudiantes
identificaron la variacién conjunta entre las variables poblacion y tiempo, y la relacion

entre éstas a partir de la gréfica.

13 para conocer la descripcidn y objetivos revisar seccion 3.2.1.5 donde se describe la cuarta
Actividad. El titulo de la Actividad es Crecimiento poblacional de manaties en el mundo.
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Figura 4. 32 Numérico gréfico inciso 1 de Actividad 4. Equipo 3

La primera idea del equipo 3 fue tomar la informacion de un cuadro de la ventana de
NetLogo que indicaba la cantidad de manaties (el cuadro se puede observar en la
parte superior izquierda de la Figura 4.32 y se sefial6 con la letra a encerrada en un
circulo amarillo). El inconveniente que encontr6 este equipo fue ¢ Como saber a qué
tiempo correspondia la poblacion del recuadro? Otro estudiante del mismo equipo
sugiri6 emplear la grafica al observar que el eje de las abscisas representaba los afios
y el eje de las ordenadas la cantidad de manaties (Figura 4.32, parte inferior derecha,
letra b).

Los estudiantes tuvieron una segunda dificultad, la cual expresaron de la siguiente
manera: “El programa no nos da la misma poblacion cuando repetimos la gréafica para

los afios que nos piden” “Obtenemos resultados diferentes a cuando usamos la
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formula”. El docente aprovechd para generar una reflexion sobre el crecimiento
poblacional real y los resultados de un modelo matematico como el construido y
comentd: “Si contamos los manaties que hay inicialmente en un lugar y calculamos,
mediante la expresion algebraica de la funcién exponencial, ¢ cuantos tendriamos por
ejemplo al final de cada uno de los préximos 5 afios? y si luego al final de cada uno
de los préximos 5 afios contamos a los manaties en el santuario ¢ Serian idénticos los
resultados si los comparamos entre si?” Los estudiantes respondieron: “Por eso
cuando se usa la férmula da decimales, porque no es exacto” (Equipo 3); “Podria ser
gue en algun afio cambie porque se enfermen y mueran pero se curen” (Equipo 2).
Los estudiantes llegaron a la conclusion de que la representacion algebraica de la
funcién exponencial obtenida servia como un modelo, el cual permitia obtener valores

cercanos a la realidad.

Segundo ciclo de comprension: Sistematizacion de informacién en tabla de datos. Los
tres equipos (100% del grupo) sistematizaron la informacién generada respecto al
crecimiento poblacional por el software para cada uno de los santuarios modelados.
Los estudiantes organizaron su informacion en tablas, un ejemplo de éstas es la

realizada por el equipo 3 (Figura 4.33).
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Figura 4. 33 Analisis cualitativo parainciso 1, Actividad 4. Modelo del equipo 3.

Cada equipo realizé tres tablas, titulando a cada una con el nombre del santuario y su
poblacion inicial de manaties. Usaron dos columnas, en una enlistaron los periodos y

en la otra la poblacion que se solicitaba conocer para cada uno de los periodos.

Tercer ciclo de comprension: Identificacion de la tasa de cambio. Después de haber
recopilado la informacién de la poblacién que cada santuario tendria en cada periodo
(10, 20, 30, 40, 50 afios) se les plantearon preguntas a los equipos para que
analizaran la informaciéon. En el inciso dos de la Actividad 4 (Anexo) se
preguntd: ¢, Como es el incremento de la cantidad de manaties en las diferentes

localidades?

Los tres equipos (100% del grupo) analizaron la razon de cambio entre las

poblaciones al final de los periodos solicitados para poder describir como era el
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incremento. El procedimiento realizado por el equipo 2 ejemplifica lo realizado por el
resto de los equipos (Figura 4.34).

Figura 4. 34 Analisis numérico para inciso 2, Actividad 4. Modelo equipo 2.

En la primera fila de la Figura 4.34 se observa como los estudiantes del equipo 2
sefialaron que la informacién de la tabla correspondia a cierto santuario, cuya
poblacién inicial de manaties era de 45. En la primera columna escribieron los
periodos sefialados en la pregunta 2 de la Actividad 4 (Anexos, actividad 4). En la
segunda columna escribieron la poblacion de manaties encontrada, correspondiente
a cada periodo. En esa misma columna se observa el signo de igualdad, casi
enseguida de cada cantidad numérica, seguido de otro namero. Por ejemplo, el
equipo 2 escribié 107=2.42; la cantidad de 2.42 resultd de dividir 260 entre 107. Este

procedimiento lo utilizdé en cuatro ocasiones:

260—242 %=2.09, %—2.16 @=2.17.

107 ' 260 545 1182

A partir del analisis numérico mencionado anteriormente, los equipos solicitaron
asesoria del docente: “Estamos en el inciso 2 y calculamos las razones, pero ¢ Como
le hacemos si las razones son diferentes?” “Los valores se alejan mucho del 1.08 que
nos debe dar”. Los estudiantes no identificaban que la tasa solicitada era diferente a
la anual, que habian estado trabajando. El docente intenté generar reflexién acerca
de la tasa de cambio promedio y el cambio en ésta cuando se evallan las razones en
diferentes periodos de tiempo (10, 20, 30, 40 y 50 afios). La reflexion realizada por el

equipo 3 es similar a la abordada con cada equipo:
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Docente: ¢A qué periodos de tiempo corresponde cada poblacion que
obtuvieron?

Estudiante J: Para 10, 20, 30, 40 y 50 afios.
Docente: ¢ Cémo es el crecimiento de la poblacién en esos periodos?
Estudiante J: Nos da diferente al 1.08, se acerca mas a 2.

Docente: ¢ Cuanto tiempo debia transcurrir para obtener un incremento del 8% en
la poblacién?

Estudiante D: Nos servia para calcular la poblacién cuando pasaba un afio. [El
estudiante trata de explicar que 8% era una tasa de crecimiento anual]

Estudiante J: Entonces las razones son diferentes porque las poblaciones con
gue se calculan son de diferente tiempo. [El estudiante se percata que la tasa de
crecimiento cambia si se calcula anual o por decenas de afios]

Estudiante B: Aunque se parecen de todos modos son diferentes entre si.

Docente: ¢ Podrian determinar un valor que represente al conjunto de valores que
encontraron? [El docente intenté promover que los estudiantes calculen la tasa
de cambio promedio]

Estudiante D: Déjenos pensarlo un poco.
A partir de la reflexion generada, los equipos 2 y 3 (66% del grupo) explicaron que el
crecimiento variaba debido a que las razones no eran constantes, lo cual se
ejemplifica con la respuesta del equipo 3: “El crecimiento varia ya que no da el mismo
resultando en las razones”. La respuesta del equipo 1 (33% del grupo) al inciso 2 de
la Actividad 4 muestra como los estudiantes relacionaron el comportamiento de la
informacion obtenida a partir de las razones de cambio calculadas con un crecimiento
poblacional exponencial, evidencia de ello es la respuesta del equipo 1: “Es

exponencial porque va creciendo la poblacion”.

Identificacion de intersecciones, dominio y ordenadas en torno a la grafica de la
funcion exponencial. En el inciso 3 de la Actividad 4 se les solicité a los equipos

observar la interseccion de la curva con el eje de las ordenadas en cada gréfica.

Los tres equipos (100% del grupo) asociaron la interseccion con el periodo en el cual
iniciaba la gréfica. El equipo 3 (33.33% del grupo) en un intento de explicar qué
significaba lo sefialaron de forma similar a la respuesta del equipo 3: “Es el punto de

origen de las funciones. Representa el afio 2000”.
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Para el inciso 4 los estudiantes debian responder ¢En cada grafica la ordenada al
origen puede ser negativa? ¢Por qué? En los equipos hubo al menos un integrante
gue cuestiond ¢Qué es la ordenada? Duda que fue aclarada entre ellos, dada una
discusion dentro del mismo equipo. Las frases utilizadas fueron las siguientes:

“recuerdo que lo habiamos visto antes”, “es el eje de las y”, “es lo que va creciendo:

la poblacion de manaties”.

El 100% del grupo identifico de acuerdo al contexto del problema que la ordenada al
origen no podia ser negativa. Por ejemplo, el equipo 1 determind: “No puede ser

negativa ya que la poblacion va en aumento”.

Mientras que los equipos 2 y 3 (70% del grupo) justificaron su respuesta de acuerdo
con los valores de las ordenadas en el origen que ya conocian. Se puede observar
en la respuesta dada por el equipo 3: “No puede ser negativo ya que no habria

poblacién alguna y la grafica solo daria las coordenadas (0,7) (0,23) (0,45)”.

El inciso 5 de la Actividad 4 consistié en determinar ¢ Como es el dominio y rango en
cada grafica? y ¢ Por qué? Se observo que los estudiantes identificaron que el dominio

correspondia a nUmeros enteros.

Dos terceras partes del grupo (equipos 2 y 3) manifestaron esa comprension al
sefalar que el dominio aumentaba afio con afio, inclusive lo relacionaron con la
variable independiente. Se ejemplifica esto con la respuesta del equipo 3: “El dominio
aumenta afio con afio. Por lo tanto varia de 1 en 1 la cual sera la variable
independiente. El rango aumenta impredeciblemente por la situacion que nos propone

el programa, el rango seré los valores que tomé y. Serd la variable dependiente”

La tercera parte restante del grupo (equipo 1) indicé que el incremento de la poblacién
se calculaba cada 10 afios: “El dominio si es constante porque lo vamos aumentando
cada 10 afos y el rango tiene [sic] a cambiar porque cada gréafica es diferente por las

poblaciones”. Todos los equipos mostraron dificultad al tratar de describir el rango.

El objetivo del inciso 6 fue que los estudiantes explicaran los valores del dominio y
rango en el contexto de la Actividad. La pregunta que se les planteo fue la siguiente:

¢, Qué significan estos valores en el contexto del problema?
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A partir de la respuesta de los tres equipos (100% del grupo), se observd que
asociaron el concepto del dominio con el eje de las x y con los afios transcurridos;
también se observo que los estudiantes asociaron el concepto de rango con el eje de
las y, y con la poblacion. La respuesta del equipo 2 lo ilustra: “Los valores de x
significan el tiempo que transcurre los cuales son los afios” "Los valores de y es el

crecimiento de la poblacion de manaties".

Los estudiantes para responder el inciso 7 de la Actividad 4 (Anexos, actividad 4) de
la secuencia debian determinar ¢ En cuanto tiempo se alcanza una poblacion de 2500
manaties? Los tres equipos (100% del grupo) obtuvieron la informacion de la grafica
generada para cada santuario y la registraron: “7 manaties en afio 77 nos da 2,500”

“23 manaties en el afio 50” “45 manaties en el afio 36”.

Los estudiantes centraron su atencion inicial en el eje de las y. Observaron el valor
de la poblacién final de manaties que se esperaba alcanzar (2500 manaties) (Figura
4.35a) y después lo relacionaron con el tiempo en el cual se alcanzo, ubicado en el
eje de las abscisas (Figura 4.35b).
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Figura 4. 35 Razonamiento bidireccional grafico. Inciso 8 de Actividad 4.

4.2.3.1 Observaciones de los resultados obtenidos con la implementacion de la
Actividad 4

Para resolver la Actividad 4, se observaron ciertos conocimientos previos de los
estudiantes a partir de sus procedimientos. Por ejemplo, se encontré que la mayoria
de los estudiantes poseian ciertas habilidades para identificar datos, variables y para
construir relaciones entre éstos en las graficas (equipos 1y 2). Esto se pudo observar
cuando partieron de relacionar coordenadas (la poblacion segun el tiempo
transcurrido) en las graficas construidas en NetLogo para resolver la situacién
planteada para el primer inciso de la Actividad 4 (Anexos, actividad 4) donde se
solicitaba a cada equipo que sefalara la poblacién que tendria cada uno de los
santuarios en 10, 20, 30, 40 y 50 afios. Inclusive escribir de forma simbdlica se

presentdé como propuesta en uno de los equipos (equipo 1), al construir la funcién a
109



partir de su propio analisis grafico. En los otros dos equipos no surgié el bosquejo de

una expresion algebraica (2 y 3).

Se observo que los estudiantes modificaron el conocimiento que tenian para analizar
la tasa de cambio, debido a que todos los equipos cambiaron el procedimiento que
utilizaron en la Actividad 2 para identificar la tasa de crecimiento anual (la regla de
tres simple) por el andlisis de la razén de cambio entre las poblaciones al final de los
periodos solicitados para poder describir cdmo era el incremento en el inciso dos. Sin
embargo, los estudiantes mostraron tener dificultades al identificar la tasa de
crecimiento y determinar si era constante o no, asi como determinar si la tasa que

encontraron era anual o para una diferente cantidad de tiempo.

Los estudiantes mostraron cierta comprension al analizar la interseccién de las
gréficas con las ordenadas. El 100% del grupo la asocié al periodo en que iniciaba la
gréfica y de éstos so6lo un 33% explicito relacionarlo con la poblacién inicial y por ello
consideraban que no podia ser negativa. No obstante los estudiantes lo consideraban

como “el origen de la funcién”.

Al analizar el dominio y rango de la funcion los estudiantes no mostraron dificultad al
asociarlos al contexto del problema. Ademas, lograron identificar que el dominio
correspondia a nameros enteros positivos, sin embargo analizar los valores del
dominio les causoé dificultad debido a la aleatoriedad que proporcionaba el software
NetLogo al simular una situacion real. El objetivo de que los estudiantes identificaran
gue los valores del rango correspondian a los nimeros reales enteros positivos no se

logré en un principio.

Con la cuarta Actividad finalmente se pudo observar que los estudiantes fueron
capaces de realizar un razonamiento bidireccional a partir de la representacion

gréfica.

A continuacion se presenta un resumen de los conocimientos exhibidos por los

estudiantes para resolver la Actividad 4 antes de la discusion grupal (Tabla 4.4):
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Conocimientos y
habilidades exhibidos por
los estudiantes

Identificacion de variables
y dependencia

Equipos

1 2 3

A partir de la grafica, A partir de la grafica, A partir de la gréfica,
ubicacién de ubicacién de ubicacién de
coordenadas y relacion coordenadas. coordenadas.

con funcién algebraica Empleo de Empleo de

Empleo de
representacion tabular

representacion tabular

representacion tabular

Analisis Método A partir de la razén de A partir de la razén de A partir de la razén de

de tasas empleado cambio entre poblacion cambio entre cambio entre poblacién

de cambio inicial y final del poblacion inicial y final inicial y final del periodo.

crecientes periodo. del periodo.

a partir de

tablas Explicacion Crecimiento Crecimiento variado Crecimiento variado por
de los exponencial por obtener razones obtener razones no
estudiantes no constantes constantes

Interpretacion de la
interseccion en las
ordenadas cuando se varia
k en la gréfica de la funcion
fx)=k(1+0)*

Escribieron: Es el
origen de la funcion.
Valor positivo debido a
gue la poblacién va en
aumento.

Escribieron: Origen de
la funcién.

No puede ser negativa
k ya que no habria
poblacion alguna.

Escribieron: Origen de la
funcion.

Representa el afio 2000.
No puede ser negativo
ya que no habria
poblacién alguna.

Analisis del dominio de la
funcion exponencial

Escribieron:
Correspondiente a
nameros enteros por el
crecimiento cada 10
afos.

Escribieron:
Correspondiente a
nameros enteros por el
incremento anual.

Escribieron:
Correspondiente a
nameros enteros por el
incremento anual.
Asociaron a la variable
independiente.

Analisis del rango de la
funcion exponencial

Escribieron: Cambia

debido a las poblaciones.

Escribieron:
Impredecible debido al
programa.

Escribieron:
Impredecible debido al
programa.

Asociaron a la variable
dependiente.

Razonamiento
bidireccional empleando la
grafica de la funcion
exponencial

No hubo dificultad para
determinar el tiempo.

No hubo dificultad
para determinar el
tiempo.

No hubo dificultad para
determinar el tiempo.

Tabla 4. 4 Conocimientos y habilidades exhibidos por estudiantes en Actividad 4
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4.2.3.2 Presentacion de respuestas en discusion grupal, retroalimentacion y
evaluacion de la Actividad 4

En la quinta sesién se genero la discusion grupal, con base en los analisis realizados
para resolver las Actividades 4 y 5. El docente apoy6 la discusion realizando
preguntas con el fin de apoyar la reflexion en los estudiantes sobre los conocimientos

de funcién exponencial, variacion y tasa de cambio.

4.2.3.2.1 Identificacién de variables y dependencia

La reflexion de la Actividad 4 fue iniciada por el docente solicitando que cada equipo
escribiera en el pintarron las respuestas para el inciso 1 de la Actividad 4 ¢Qué
poblacién habra dentro de 10, 20, 30, 40, 50 afios? Los estudiantes escribieron su
informacion en tablas como la del equipo 1 (Figura 4.36). En la primera columna
organizaron la poblacién inicial para cada santuario, y en las columnas de la segunda

a la sexta la poblacion que tendria cada santuario en periodos de cada 10 afios.

Figura 4. 36 Presentacion respuesta del inciso 1 de la Actividad 4 al grupo, equipo 1

4.2.3.2.2 Analisis de tasas de cambio crecientes

El analisis de tasas de cambio crecientes se dio de manera muy dirigida por el
docente. Entre las primeras discusiones que generaron los estudiantes acerca de la

” o

informacion conseguida fue “el programa nos daba diferentes resultados” “es mejor
hacerlo con la formula tardamos menos”. Lo cual aprovecho el docente para que los
estudiantes reflexionaran acerca de la informacién de una situacion real con los
resultados obtenidos de modelos matematicos y la utilidad de estos ultimos. Las
reflexiones de los estudiantes fueron en torno a que en dicho intervalo de tiempo

diferentes situaciones podrian afectar el crecimiento poblacional de los manaties, y
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por lo tanto las poblaciones finales serian diferentes. Los estudiantes concluyeron que
“la férmula” les podria servir para estimar aproximadamente la poblacion que tendrian

en cierto intervalo de tiempo.

Enseguida el grupo sugiri6 emplear la expresion construida por ellos en la Actividad

1 de la secuencia:

PI(1+TD)! = PF
Donde sustituyeron TD por 0.08 que representaba el 8% que crece la poblacion de
manaties, PI por cualquiera de las poblaciones iniciales (7, 23, 45) y los valores de A
los obtuvieron restando al afio final el valor del afo inicial (por ejemplo
A=2020-2000=20.

Los estudiantes construyeron las expresiones:

7(1.08)* = PF
23(1.08)* = PF
45(1.08)" = PF
Al analizar las respuestas para el inciso 2 de la Actividad 4: ¢ Como es el incremento

de la cantidad de manaties entre las diferentes localidades? Los estudiantes
manifestaron tener dificultades al identificar la tasa de crecimiento, determinar si era
constante o no, asi como si ésta era anual, bianual u otro periodo. El docente solicitd
gue explicaran cémo habian determinado que el incremento era diferente. Un
integrante del equipo 2 explicé que podia determinar el incremento por ejemplo al
dividir la poblacién final del afio 2010 que era de 50 manaties entre la poblacion del
afio 2000 que era de 23 manaties (Figura 4.37). Se observo que el estudiante aln
tenia dificultad en comprender qué representa la razén que obtuvo, pues la sefald

como porcentaje (2.17%).
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Figura 4. 37 Presentacion de respuesta al inciso 2 de la Actividad 4, equipo 2

Los estudiantes al intentar dar significado a cada elemento de |la forma algebraica de
la funcion exponencial, en particular a la tasa de cambio, concluyeron que se debian
utilizar diferentes tasas de crecimiento correspondientes a diferentes periodos de

afios (Figura 4.38).

Figura 4. 38 Reflexion grupal de respuesta al inciso 2 de la Actividad 4.

Los estudiantes sugirieron la construccion de una expresion para determinar la

poblacién correspondiente a un crecimiento por cada decena de afios (Figura 4.39).

Los estudiantes comentaron que los resultados obtenidos entre ambas expresiones
eran diferentes (figuras 4.38 y 4.39). Un estudiante recordé al grupo que de hecho las
razones eran diferentes al calcularlas entre las poblaciones de periodos consecutivos,
pero que los valores eran cercanos a 2. El docente a partir de la observacion del
estudiante invité a reflexionar al grupo “¢Como podemos calcular a partir de esas
diferentes tasas una que tenga un valor cercano a todas?” Debido a que los
estudiantes no dieron algn comentario el docente les planteé otra pregunta “Cuando
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les dan sus calificaciones de los diferentes cursos al final del semestre ¢ Cémo son?
¢, Como pueden determinar su desempefio en el semestre?” Un estudiante respondié
de forma natural “Aaaaaah pues con un promedio”. El docente aprovechd la respuesta
del estudiante para mencionar que la tasa de crecimiento promedio se llamaba asi
porque se obtienia del promedio de tasas de crecimiento poblacional entre diferentes

anos.

Figura 4. 39 Reflexion grupal acerca de tasa promedio de cambio, de respuesta al inciso 2 de la Actividad
4.

4.2.3.2.3 Analisis gréfico de la variacion del parametro k en la funcién f(x) = k-

ax

El docente solicitd que un integrante de cada equipo dibujara en el pintarron la grafica
correspondiente a cada santuario (Figura 4.40), lo cual sirvié para reflexionar las

respuestas a los incisos 3, 4, 5, 6 y 7 de la Actividad 4.

Figura 4. 40 Reflexién grupal acerca de interseccidn en la ordenada, de respuesta al inciso 3 de la
Actividad 4.
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Se observé que las preguntas planteadas en la Actividad 4 apoyaron a los estudiantes
a observar caracteristicas que les servirian para bosquejar la gréfica correspondiente

a una funcién exponencial.
4.2.3.2.4 Interpretacion de la interseccion en las ordenadas

Los estudiantes iniciaron con ideas como las siguientes: “las ordenadas son los
valores de la y” “es el origen de la funcién” “es la poblacion en el afio 2000”". Los
estudiantes relacionaban el concepto de funcién con “es la férmula que usamos para
calcular la poblacion que tendriamos en cierto tiempo”. El docente explicé que las
funciones se pueden usar para describir la solucién de un problema matematico, en
forma de una igualdad entre dos expresiones matematicas y el concepto de funcion

es una relacion de un conjunto sobre otro.

El docente continu6 con la reflexion de la pregunta 4 de la Actividad 4 “Entonces ¢ En
cada grafica la ordenada al origen podria ser negativa? ¢Por qué?” La respuesta de
los estudiantes fue “No podria ser negativa porque no tendria sentido que la cantidad
de manaties lo sea” Para apoyar la reflexion acerca del concepto de funcion
exponencial el docente cuestion6é a los estudiantes ¢Podria ser negativa nuestra
ordenada en el origen en otra situacion? Los estudiantes sugirieron que en otra

situaciéon podria ser aunque no se les ocurria alguna.

4.2.3.2.5 Andlisis del dominio y rango de la funcion f(x) = k - a*

Para la pregunta 5 de la Actividad 4 ¢Como es el dominio y rango en cada gréfica?
¢ Por qué? Los equipos de los estudiantes expresaron las respuestas de sus trabajos

escritos:

El docente a partir de las respuestas de los estudiantes apoyé a que éstos
identificaran que el dominio de una funcion es el conjunto de todos los valores
independientes posibles que una funcion puede tener y su rango es el conjunto de
todos los valores dependientes posibles que ésta puede producir. Ademas, los
estudiantes representaron en intervalos el dominio y rango en el que se encontraba

definida la funcién para la Actividad 4 (Figura 4.41). Por ejemplo, para el santuario

116



con poblacion inicial de 23 manaties los estudiantes definieron que los valores del
rango podian ser “a partir de la poblacion inicial (23 manaties) hasta infinito («), que
tendria que ser positivo y entero que represente la poblacion al final de un tiempo”.
Para el dominio indicaron que éste debia ser “a partir del afio en que se realizo el
primer censo de manaties (2000) o bien cuando no ha transcurrido ningun afio, hasta
infinito (=) el afio en que se nos pidan conocer la poblacién, que tiene que ser positivo

y entero”.

Figura 4. 41 Intervalos del dominio y rango en el que se encontraba definida la funcion para la Actividad 4
identificados por los estudiantes

4.2.3.2.6 Razonamiento bidireccional empleando la grafica de la funcion f(x) =

k(1 + ¢)*

Para finalizar la Actividad 4 se reflexiond el séptimo y Ultimo inciso de ésta “Si el
presupuesto para la manutencion de los santuarios sélo alcanzara para cuidar 2500
manaties por localidad ¢ En cuanto tiempo estimas que se alcanzara una poblacién
de 2500 manaties en cada localidad?” Los estudiantes mostraron razonamiento

bidireccional al conectar el modelo grafico con el algebraico.

Dicha conexion se pudo percibir cuando los estudiantes reflexionaron sobre “¢ Como
obtuvieron esas respuestas?” “¢ Existe otra forma de determinar el tiempo en que cada
santuario tendria 2500 manaties?” Los estudiantes describieron como utilizaron la
grafica generada por NetLogo para responder las preguntas. Relacionaron los valores
poblacidn-tiempo en un orden inverso al empleado, tiempo-poblacion. Como solucion
alternativa sugirieron que se podia haber utilizado la funcién exponencial, despejar el

tiempo y emplear logaritmos.
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4.2.4 Actividad 5. Modelacion grafica de una Actividad de crecimiento
poblacional que implica una funcién exponencial creciente de la forma

Jx)=k(+¢)" gonde xeZz* k=10;c = 0.05,0.08,0.10

La hoja con la Actividad 5 se entregd a los estudiantes junto con la Actividad 4 y
también se utilizo el Software NetLogo para su implementacion.

Identificacion de la tasa de cambio. Para responder el primer inciso de la Actividad 5:
¢, COmo es la poblacion después de un determinado tiempo si lo comparamos para las
diferentes tasas de crecimiento poblacional? El procedimiento inicial de los tres

equipos (100% del grupo) fue determinar la tasa de crecimiento para cada localidad.

El 66.66% del grupo (equipos 2 y 3) escribid el procedimiento llevado a cabo,
mediante el cual obtuvo la tasa de cambio. Las evidencias del equipo 3 ejemplifican
el procedimiento de ambos equipos (Figura 4.42). El equipo 3 dividio la cantidad de
manaties nacidos (3 manaties) entre la poblacion de manaties del primer afio (30

manaties), determinando la tasa de crecimiento anual (10%).

Figura 4. 42 Determinacion de tasa, inciso 1 de Actividad 5. Equipo 3.

El 33.33% del grupo (equipo 1) entregd su informacion (Figura 4.43) sin presentar
operaciones. En la tabla los estudiantes relacionaron para cada localidad (Africa y
Golfo de México) los nacimientos que tuvieron por afio por poblacion y determinaron

la tasa de crecimiento (10%).
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Figura 4. 43 Determinacién de tasa, inciso 1 de Actividad 5. Equipo 1.

Posteriormente, los estudiantes introdujeron en el software NetLogo la poblacion
inicial (10 manaties) y la tasa de crecimiento anual que calcularon para cada
santuario. Una vez que corrieron el programa los tres equipos (100% del grupo)
recolectaron y organizaron en tablas la informacion correspondiente a la poblacion de

manaties en periodos que ellos determinaron.

Sistematizacion de informacion en tablas de datos. El 66.66% del grupo (equipos 1y
2) registro la poblacién que tendria para diez afios en cada localidad (Figura 4.44).
Un modelo que ejemplifica es el del equipo 2, el cual realizé tres tablas, una para cada
localidad (Africa, Golfo de México, Amazonas). Cada tabla tenia dos columnas, en la
primera enlistaban los afios (4) y en la segunda la poblacion de manaties (M)
correspondiente. Se puede observar que los estudiantes simbolizaron la poblacion

inicial como 0 =10 ; indicaron la tasa de crecimiento, para cada localidad, a un

costado de los encabezados de las columnas M.
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Figura 4. 44 Recoleccién de datos, inciso 1 de Actividad 5. Equipo 1.

El 33.33% restante del grupo (equipo 3) registrd la poblacion correspondiente a cada
localidad durante veinte afios (Figura 4.45). Este equipo también realizé tres tablas,
una para cada localidad (Africa, Golfo de México, Amazonas), y relaciond los afios (4)
con la poblacion de manaties alcanzada en cada periodo (M). Se puede observar que
los estudiantes indicaron en la parte superior de la tabla la localidad a que
correspondia la informacion y enseguida indicaron el procedimiento para calcular la
tasa de crecimiento para cada localidad. En las primeras columnas de la tabla (Figura
4.45) se observan unas cantidades entre cada par de poblacién; por ejemplo, entre
13 y 15 manaties est4 1.15. Estas cantidades (1.5, 0.66, 1.25, 1.05) son razones que

calcularon los estudiantes buscando el patron del incremento entre las poblaciones.

Figura 4. 45 Recoleccion de datos, inciso 1 de Actividad 5. Equipo 3
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Identificacion de poblacion final y su relacion con la tasa de cambio en la gréafica de la
funcién exponencial. Los tres equipos (100% del grupo) analizaron la informacion
recabada y a partir de ella respondieron el inciso 1 de la Actividad 5: ¢, C6mo es la
poblacion después de un determinado tiempo si lo comparamos para las diferentes
tasas de crecimiento poblacional?, coincidiendo que “a mayor tasa de crecimiento
crece mas rapido la poblacion”. Los estudiantes respondieron de forma cualitativa sin
incluir que el crecimiento era de tipo exponencial. La idea puede verse expresada en
la respuesta del equipo 2: “Vemos que los que tienen mas alta la tasa de crecimiento
y la poblacion inicial vemos que crece mas rapido la poblacion que si es menos la

tasa de crecimiento”.

Para el inciso 2 de la Actividad 5: ¢ Como es el incremento de la cantidad de manaties
después de un determinado tiempo si lo comparamos para las diferentes tasas de

crecimiento poblacional? se presentaron dos tipos de respuestas.

Los equipos 1y 3 (66.66% del grupo) respondieron que no se podia determinar debido
a que el programa les simulaba una situacion real, pero sefialaban que dependia de
la tasa. Ejemplo de esta respuesta es la del equipo 3: “El incremento varia
dependiendo la situacién real que nos propone el programa, por lo que no es

predecible. Dependiendo también de que tasa hablemos”

El equipo 2 (33.33% del grupo) compard la poblacion inicial de manaties del
Amazonas con la final, cuya tasa de crecimiento era del 5% anual, y concluyé que la
poblacién casi se duplicd: “Vemos que el incremento es casi el doble que el del

amazonas”

Identificacion de interseccion de la gréfica con el eje de las ordenadas. Para el inciso
3 de la Actividad 5, se solicito a los estudiantes que observaran la interseccion de la
curva con el eje de las ordenadas en cada grafica y respondieran la pregunta ¢Qué
significa el punto de interseccion? El 100% de los equipos lo identificé como el origen,
el inicio de la funcion o la poblacion inicial. Los equipos 1y 2 (66.66% del grupo)
mostraron dificultad al intentar escribir las coordenadas del punto de interseccién de

la gréfica con las ordenadas, esto se puede apreciar en la respuesta del equipo 1: “La
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interseccion se hace en 0.10 en todas las graficas o inicio de la funcion la cual es el
punto de origen”. El equipo 3 (33.33% del grupo) solamente menciond que era la
poblacion inicial: “Es donde empieza la funcién la cual es la poblacion inicial (10)”.

4.2.4.1 Observaciones de los resultados obtenidos con la implementacién de la
Actividad 5

La Actividad 5 tenia como objetivo que los estudiantes complementaran los
conocimientos discutidos con la Actividad 4 (Anexo), y que asociaran el

comportamiento de la grafica de la funcidon exponencial con su expresion algebraica
f(x)=k(@+c)* al variar el parametro c¢c. Con esta Actividad se esperaba que el

estudiante identificara el comportamiento y la variacion de las graficas de funciones

exponenciales, al correr tres simulaciones con tasa de cambio distinta entre ellas.

Con esta Actividad se pudo observar que la mayoria de los estudiantes relacioné la
tasa de crecimiento anual como la razén de manaties nacidos con respecto a una
poblacién en un afio. Los estudiantes mediante el empleo de tablas construidas con
informacion extraida de las graficas mostraron habilidades para identificar datos,

variables y para construir relaciones entre éstos en las graficas.

Al solicitar la descripcion sobre los valores del rango de la funcion cuando se variaba
la tasa de crecimiento anual, se observé que los estudiantes solamente lograron
argumentarla de forma cualitativa. Ademas, los estudiantes manifestaron tener

dificultades para identificar la tasa de crecimiento y determinarla.

Los estudiantes asociaron la interseccion de la grafica con el eje de las ordenadas con
la poblacién inicial, pero mostraron dificultades al relacionarla con “el origen de la

funcién”.

A continuacion se presenta un resumen de los conocimientos exhibidos por los
estudiantes en sus reportes escritos de la Actividad 5 antes de la discusion grupal
(Tabla 4.5).
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Conocimientos y
habilidades
exhibidos por los
estudiantes en sus
reportes

Equipos

Identificacion de
variables y
dependencia

A partir de la
sistematizacion de la
informacion gréfica

A partir de la
determinacion de la
tasa de crecimiento
anual.

A partir de la
determinacion de la
tasa de crecimiento
anual.

Determinaciéon de
tasas de cambio
crecientes

No presento
procedimientos para
calcular la tasa de
cambio.

Determinacioén de tasa
de crecimiento anual
mediante razones.

Determinacion de tasa
de crecimiento anual
mediante razones.

Sistematizacion de
informacion grafica
en tablas

A partir de tabla con
registro de poblacion
para cada periodo
durante diez afios.

A partir de tabla con
registro de poblacion
para cada periodo
durante diez afios.

A partir de tabla con
registro de poblacién
para cada periodo

durante veinte afios.

Analisis cualitativo
de latasa de
crecimiento anual a
partir de las graficas

Expresaron:
Crecimiento mas rapido
a mayor tasa de
crecimiento.

Expresaron:
Crecimiento mas
rapido a mayor tasa
de crecimiento.

Expresaron:
Crecimiento mas rapido
a mayor tasa de
crecimiento.

Andlisis cuantitativo
de latasa de

crecimiento anual a
partir de las gréficas

Calcularon las tasas de
cambio entre
poblaciones inicial y
final.

Expresaron: Con
variacion e impredecible
debido a la situacion
real.

El incremento depende
de la tasa.

Calcularon las tasas de
cambio entre
poblaciones inicial y
final sélo para una sola
localidad.

Expresaron: El
incremento fue casi el
doble.

Calcularon las tasas de
cambios entre
poblaciones inicial y
final.

Expresaron: Con
variacion e impredecible
debido a la situacion
real.

El incremento depende
de la tasa.

Interpretacién y
analisis de
interseccion de la
gréfica de la funcion
con el eje de las
ordenadas

Le llamaron origen o
inicio de la funcién,
poblacién inicial.
Dificultad al escribir las
coordenadas.

Le llamaron origen o
inicio de la funcién,
poblacién inicial.
Dificultad al escribir las
coordenadas.

Le llamaron poblacién
inicial.

Tabla 4. 5 Conocimientos exhibidos por estudiantes en Actividad 5

En los modelos construidos por los estudiantes para dar solucién a las actividades 4
y 5 se observo que desarrollaron cierta habilidad en la interpretacion de graficas de
la funcion exponencial. Esta habilidad era minima o nula cuando comenzaron a
resolver la Actividad 4. Ademas, los estudiantes mejoraron en su habilidad para
describir gréficas de la funcion exponencial, asi como para asociar significado a los

parametros de la forma algebraica de esta funcion.
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En la quinta sesion se genero la discusion grupal, con base en los analisis realizados
para resolver las Actividades 4 y 5. El docente generd preguntas con el fin de apoyar
la reflexién grupal sobre los conocimientos de funcion exponencial, variacion y tasa

de cambio.

4.2.4.2 Presentacion de respuestas, retroalimentacion y evaluacion de las
Actividades 5

La reflexion de la Actividad 5 la inicid el docente preguntando a los estudiantes

“¢,Como comenzaron a resolver la Actividad 5?”.

4.2.4.2.1 Analisis y determinacion de tasa de cambio creciente

Los estudiantes manifestaron que para responder el primer inciso (¢(Coémo es la
poblacién después de un determinado tiempo si lo comparamos para las diferentes
tasas de crecimiento poblacional?) fue necesario determinar la tasa de crecimiento
para cada localidad (Figura 4.46). Se observé que los estudiantes en ocasiones
explicitaban el crecimiento anual, quiza recordando el concepto de tasa la cual no

identificaban al inicio de la secuencia.

Figura 4. 46 Determinacion de tasa, inciso 1 de Actividad 5. Reflexion grupal.
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4.2.4.2.2 Analisis gréfico de la variacion del parametro c en la funcién f(x) =
k(1+0o)*

El docente con la finalidad de continuar la reflexion de la Actividad preguntd
¢Podemos responder el primer inciso con esta informacién? Los estudiantes
expresaron “Soélo es una parte de la informacion que necesitabamos conocer” “Ya que
tenemos la tasa de cambio y la poblacion inicial lo ponemos en el programa” “Con el
programa podemos ir viendo cuantos manaties en cada afio y lo comparamos” El
docente preguntd al grupo si alguien habia hecho algo distinto, dado que la respuesta
fue negativa solicitd al mismo estudiante del equipo 1 ayudara a registrar la

informacion que sugeria el grupo (Figura 4.67).
4.2.4.2.3 Identificacién de variables y dependencia

El docente repitio la pregunta ¢Podemos responder el primer inciso con esta
informacion? Los estudiantes respondieron “Podemos comparar las poblaciones
finales y vemos que mientras més alta la tasa o la poblacion inicial la poblacion crece
mas rapido” El docente inicio la reflexion en torno a ¢Cuanta informacion era
necesaria para determinar esas observaciones? Los estudiantes del equipo 3
comentaron que ellos habian registrado la poblacién que tendrian para cada localidad
durante veinte afios, pues recordaron que cuando se calculd la poblacién que habria
para pocos periodos el crecimiento exponencial no se observaba. Por su parte los
equipos 1y 2 explicaron que para ellos solamente fue necesario registrar la poblacion
gue tendrian durante diez afios en cada localidad y ese registro ayudaba a identificar
cual poblacién de manaties “crecia mas rapido” (Figura 4.47). El grupo concluy6 que
mientras mas periodos se registraban, mas facil era identificar cual poblacion crecio

“mas rapido”.
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Figura 4. 47 Discusion grupal. Datos, inciso 1 de Actividad 5. Equipo 1.

4.2.4.2.4 Analisis del rango de la funcion al variar la tasa de crecimiento

El docente invit6 a los equipos a comentar sus respuestas del inciso 2 de la Actividad
5 ¢Como es el incremento de la cantidad de manaties después de un determinado
tiempo si lo comparamos para las diferentes tasas de crecimiento poblacional?

En lareflexion se observaron modificaciones para las primeras respuestas que habian
formulado los equipos. En el caso de los equipos 1 y 3, que habian respondido “El
incremento varia dependiendo la situacién real que nos propone el programa, por lo
que no es predecible. Dependiendo también de qué tasa hablemos”, los estudiantes
determinaron que a pesar de ser una situacion real se podia verificar el incremento
calculando la razon de cambio entre las poblaciones finales y promediando éstas (tal
como se habia realizado para el inciso 2 de la Actividad 4). El docente pregunté si
estaba de acuerdo todo el grupo; dado que manifestaron estarlo, solicité al grupo
explicar el procedimiento. Los estudiantes ejemplificaron utilizando la informacion
correspondiente a los manaties africanos. Explicaron que primero debian dividir la

poblacion al final de un periodo entre la que tenian al principio para calcular la razén:

E:1.15 E:1.06 @:1.25 ézl.OS g:1.04
13 15 16 20 21
§:1.13 §:1.12 Ez1.10 §:1.12
22 25 28 31
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Posteriormente, los estudiantes indicaron que tenian que calcular el promedio de las

razones obtenidas:

1.15+1.06+1.25+1.05+1.47+1.13+1.12+1.10+1.12 10.02
9

=111

Finalmente, los estudiantes recordaron que debian restarle 1 a la cantidad obtenida
ya que representaba “la poblacién inicial” y sélo requerian conocer el incremento
(1.11-1). Cuando obtuvieron 0.11 explicaron que significaba “la parte que
incrementaba por cada cien manaties” que “correspondia a una tasa de crecimiento
poblacional del 11% que era cercano a la tasa del 10% anual’ planteado por la
Actividad.

Otra modificacion que se pudo percibir, a partir de la presentacion de los equipos 1y
3, fue que la primera respuesta del equipo 2 “Yemos que el incremento es casi el
doble que el del amazonas” cambié por la siguiente: “Dependiendo también de qué
tasa hablemos”. El grupo interpretd esta idea como “el incremento es mas rapido a

mayor tasa’”.

4.2.4.25 Anélisis de latasa de crecimiento anual

Para finalizar la reflexién de la Actividad 5 el docente solicité a un integrante del equipo
2 que ayudaran a dibujar las gréficas que representaran la Actividad 5 antes de que
el grupo compartiera sus respuestas (Figura 4.48). En la gréafica el estudiante ubico
en las abscisas los valores correspondientes a los afios y en las ordenadas la
correspondiente poblacién de manaties. Iniciaron el trazo de la grafica para cada
localidad en cero afios y diez manaties. Se puede observar que trazaron una linea
punteada perpendicular al eje de las abscisas para encontrar el valor de la poblacién

correspondiente a 10 afios para cada localidad.
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Figura 4. 48 Modelo grafico de la Actividad 5

El docente cerro la Actividad 5 generando una reflexion que llevo a los estudiantes a
identificar que el dominio de la funcién podia ser de niumeros enteros positivos y

negativos y que el rango correspondia a los enteros positivos.

Al término de la discusion grupal, el docente finaliz6 la sesién solicitando que
realizaran de forma individual la Actividad de seguimiento El Santuario de la Laguna

de las llusiones para analizarla en el grupo en la siguiente sesion.
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4.2.5 Actividad 6. Modelacion de una actividad de crecimiento poblacional que
implica la representacion algebraica, tabular y grafica de una funcion

exponencial creciente de laforma f(x)=k(l+c)*donde xeZ";k =18;c=0.08

La actividad nimero 6 de la secuencia es el Santuario de la Laguna de las llusiones.
Consiste en informacion del crecimiento poblacional de los manaties dada en una
tabla (poblacion final de cierta cantidad de periodos) y en la gréafica correspondiente,

sin incluir la expresioén algebraica que la describe (Anexo).

El objetivo de la actividad era evaluar qué tanto los estudiantes podian transferir los
conocimientos y métodos utilizados para resolver las actividades 4 y 5, al resolver una

nueva situacién en la que subyacia una funcién exponencial creciente f(x) =k(l+c)"

. Se pretendia que los estudiantes analizaran la informacion de la tabla y grafica;
determinaran la variacion de la poblacion de manaties con respecto al tiempo;
establecieran la expresion matematica que representaba al conjunto de datos de la
poblacién y que hicieran predicciones sobre la cantidad de manaties en la Laguna de
las llusiones al cabo de cualquier cantidad de afios. Esta sexta actividad de la

secuencia fue realizada como tarea extraescolar de forma individual.

4.2.5.1 Descripcién de los procedimientos presentados por los estudiantes al

realizar la Actividad 6

La tarea fue entregada por 9 de los 10 estudiantes del grupo (estudiantes A, B, C, D,
E, F, G, I, J). En seguida se describen los procedimientos utilizados por los
estudiantes. Nos referiremos a estos 9 estudiantes como el 100% en los siguientes

parrafos.
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4.2.5.1.1 Identificacién de variables y dependencia

Se identificé que el 100% de los estudiantes inici6 identificando la relacion entre
variables a partir de los datos de la tabla y lo que representaba cada uno de ellos en
el contexto del problema. Para responder la primera pregunta de la actividad 6 ¢ Como
cambi6 de cada afio la poblacion de manaties? El 77% del grupo (estudiantes A, B,
C, D, E, F e l) present6 la razon de cambio entre pares de cantidades, sin explicar.

Ejemplo de estos procedimientos es el realizado por el estudiante A (Figura 4.49).

Figura 4. 49 Procedimiento de estudiante A para el inciso 1 de la actividad 6

4.2.5.1.2 Analisis de las cantidades numéricas correspondientes a latasa de
cambio

Los estudiantes A, B, C, D, E, F e | calcularon el promedio de las razones mostradas
en la Figura 4.49 sin explicitar algo mas. Por ejemplo, el procedimiento del estudiante
E para el inciso 1 de la actividad 6 consistio en la suma de las razones encontradas y

calculo la razén de cambio promedio:
1.057+1.0714+1.1+1.1515+1.052 = 5.4119

5'4;'19 =1.08238
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El 23% del grupo manifestd6 ademas haber tomado la informacion de la tabla
proporcionada en la Actividad 6. El estudiante G por ejemplo realiz6 una tabla. En la
primera columna ordend los afios y en la segunda columna presenté la razén de
cambio de las poblaciones inicial y final de cada periodo para determinar la tasa de

crecimiento de cada afno (Figura 6.50).

Figura 4. 50 Procedimiento de estudiante G para el inciso 1 de la actividad 6.

4.2.5.1.3 Determinacion de la tasa de cambio

En los procedimientos para resolver el inciso 1 de la actividad 6, sélo el 77%
(estudiantes B, C, D, F, | y J) explicité que la poblacion cambiaba a una tasa del 8%
anual que determinaron a partir de la razén de cambio promedio calculada. El 33%
restante (estudiantes A, E y G) sélo expreso de donde obtuvo la base de su funcion
exponencial. Ejemplo de los estudiantes que presentaron su razonamiento es el
estudiante J, quién ademas de haber realizado sus calculos redactd una explicacion:
“Para hallar el cambio de poblacién anual, tenemos que sacar la razén de dos
cantidades proporcionadas y luego sacar el promedio. Este promedio sera el
crecimiento anual (8%)”. El estudiante tratd de explicar que aunque la razon de cambio
entre las poblaciones finales no fuese la misma podria determinar la tasa de

crecimiento anual a partir del promedio de éstas.
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4.2.5.1.4 Razonamiento bidireccional

Con el inciso 2 de la actividad 6 de la secuencia (¢, Cual es la poblacién de manaties
qgue introdujeron en la Laguna de las llusiones?) se pretendia que los estudiantes
generaran un razonamiento bidireccional a partir de cualquiera de las
representaciones de la funcién exponencial. El 35% del grupo (estudiantes C, E y F)
determind la poblacion inicial (“para cero afios transcurridos”) empleando la funcion
exponencial. Las operaciones del estudiante C representan el procedimiento realizado
por estos alumnos (Figura 4.51). El estudiante C representé con P1 la poblacion inicial
gue buscaba. A partir de haber determinado anteriormente la razén de cambio entre
poblaciones finales asocio P1 a la base de la funcidon exponencial la cual elevé a la
séptima potencia. Es decir, para obtener P1 consider6 la poblacion que tendria el
santuario para el séptimo afio. El estudiante C escribio el procedimiento de despeje,

aunque olvidé igualar 15.75 a P1.

Figura 4. 51 Procedimiento algebraico del estudiante C para el inciso 2 de la actividad 6.

El 22% del grupo (estudiante G y J) explico haber determinado la poblacion inicial
empleando la grafica de la funcion exponencial. El estudiante G sefialé “Conforme a
la grafica se puede ver que la poblacion inicial es de aprox 20 manaties en la laguna
de las llusiones”, y el estudiante J indicé “18 manaties es la poblacion inicial.

Comprobado con NetLogo”.

El 43% restante del grupo no expreso justificacion de sus respuestas y solo sefialo

que la poblacion inicial era de 18 manaties.
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4.2.5.1.5 Planteamiento de la funcion exponencial creciente

El 100% de los estudiantes logré responder el inciso 3 de la actividad 6 de la
secuencia: Determina la expresion con la cual podemos determinar la cantidad de
manaties en cualquier periodo de tiempo. Los estudiantes expresaron haber
construido la funcién exponencial para la actividad a partir de los procedimientos
generado para resolver los dos incisos previos. Ejemplo de este razonamiento es el

presentado por el estudiante A: “Y pues cambio 1.08. Para 18 manatis poblacion inicial

la expresion seria P,(1.08) =P ... P(1.08)"".

4.2.5.2 Presentacion de modelos, retroalimentacion y evaluacién, asi como de

conceptos matematicos inmersos en ellos

En la sexta sesion se generd la discusion grupal, con base en los procedimientos
construidos por los estudiantes para resolver la actividad 6, los cuales fueron
similares. El docente, con el fin de reflexionar sobre los conocimientos de funcion
exponencial, variacion, razon y tasa de cambio, solicitd un voluntario para presentar

sus procedimientos. El estudiante E participo (Figura 4.52).

Surgié ademas una discusién a partir de la solucion generada para el inciso 2 de la
actividad 6 planteada por el estudiante G: “¢Por qué en la gréfica la poblacion inicial
era cercana a 20 y despejando nos da 15.75?” [Cuando el estudiante G menciono

“despejando” quiere decir a partir de la expresion algebraica].
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Figura 4. 52 Presentacion de procedimientos del estudiante E para la actividad 6.

El docente apoy6é con preguntas para reflexionar sobre las dos expresiones con
diferente poblacion inicial construidas por ellos mismos (P = 15.75(1.08)%; P =
18 (1.08)%). Entre las conclusiones surgidas fueron: “Los modelos matematicos sirven
para dar una aproximacion de cémo va crecer la poblacion”, “mientras mas datos se
consideren en la tabla mejor podremos pronosticar nuestra poblacion inicial”, “es

mejor utilizar tres decimales que uno al calcular la tasa de crecimiento”.

El docente cerro la actividad 6 con la pregunta ¢ Podriamos realizar un analisis como
éste para una situacion como la de los manaties enfermos? La finalidad fue introducir

la actividad 7 de la siguiente sesion.
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4.2.5.3 Observaciones de los resultados obtenidos con la implementacion sexta actividad

A continuacion se presenta un resumen de los conocimientos exhibidos por los estudiantes en sus reportes escritos de la

actividad 6 antes de la discusion grupal (Tabla 4.6):

Conocimientos
exhibidos por
los estudiantes

Identificacion de
variables y
dependencia

Anélisis de las cantidades numéricas
correspondientes a latasa de cambio

Determinacién de la tasa de cambio

Razonamiento bidireccional

Planteamiento
algebraico de la
funcion exponencial

creciente
A A partir de los datos de | A partir de la raz6n de cambio entre | Determinacion solamente de la base de la Alcanzado.
la tabla. Sin explicitarlo. poblacién inicial y final en cada periodo, | funcién exponencial. No presenté informacién
A partir de los datos de | A partir de la razé6n de cambio entre | Determinacion de tasa del 8% anual, a partir Alcanzado.
B la tabla. Sin explicitarlo. | poblacién inicial y final en cada periodo, | de razén de cambio promedio obtenida. No presenté informacion
A partir de los datos de | A partir de la raz6n de cambio entre | Determinacion de tasa del 8% anual, a partir | Emplearon la funcién | Alcanzado.
c la tabla. Sin explicitarlo. | poblacién inicial y final en cada periodo, | de razén de cambio promedio obtenida. exponencial
A partir de los datos de | A partir de la razé6n de cambio entre | Determinacion de tasa del 8% anual, a partir Alcanzado.
D la tabla. Sin explicitarlo. | poblacién inicial y final en cada periodo, | de razén de cambio promedio obtenida. No presenté informacion
A partir de los datos de | A partir de la razén de cambio entre | Determinacidon solamente de la base de la | Emplearon la funciéon | Alcanzado.
E la tabla. Sin explicitarlo. | poblacion inicial y final en cada periodo, | funcién exponencial. exponencial
A partir de los datos de | A partir de la razén de cambio entre | Determinacion de tasa del 8% anual, a partir | Emplearon la funcién | Alcanzado.
F la tabla. Sin explicitarlo. | poblacién inicial y final en cada periodo, | de razén de cambio promedio obtenida. exponencial
A partir de los datos de | A partir de la razén de cambio entre | Determinacion solamente de la base de la | Emplearon representacion | Alcanzado.
G la tabla. Explicitandolo poblacién inicial y final en cada periodo, | funcion exponencial. grafica. Observé interseccion.
H No presenté informacién
[%]
2 A partir de los datos de | A partir de la raz6n de cambio entre | Determinacion de tasa del 8% anual, a partir | Emplearon representacion | Alcanzado.
E | la tabla. Sin explicitarlo. | poblacién inicial y final en cada periodo, | de razén de cambio promedio obtenida. grafica. Observa interseccion.
e]
]
E A partir de los datos de | A partir de la razén de cambio entre | Determinacion de tasa del 8% anual, a partir | Emplearon representacion | Alcanzado.
J la tabla. Explicitdndolo. poblacién inicial y final en cada periodo, | de razén de cambio promedio obtenida. grafica. Observé interseccion.

Tabla 4. 6 Conocimientos exhibidos por estudiantes en actividad 6




Al concluir la Actividad 6 se observé que los estudiantes generaron cierta habilidad
para interpretar y relacionar diferentes representaciones de la funciéon exponencial
creciente; asociar sus caracteristicas a conceptos matematicos; construir una
representacion a partir de otra.



4.2.6 Actividad 7. Modelacion algebraica, tabular y grafica de una actividad de

decrecimiento poblacional que implica una funcién exponencial decreciente de

la forma f(x) = k(1 —c)*donde xeZ"; k=101 117;¢c=0.77,0.84

La séptima actividad de la secuencia fue realizada como tarea extraescolar de forma
individual, consistié en el analisis de la forma grafica de la funcidon exponencial
decreciente. La actividad 7 (Anexo) es posterior a las actividades programadas a
realizar con ayuda del software NetLogo y consiste en que el estudiante le explique a
Saori como es la disminucion en la poblacion de manaties considerando que seria
afectada por dos factores que generan tasas de mortalidad diferentes. Al estudiante
se le entrega una tabla con informacion acerca de crecimiento poblacional de
manaties en un periodo de 6 a 10 afios y una gréfica la cual incluye la poblacién de
manaties en funcién del tiempo, en un periodo de 0 hasta 15 afios. El estudiante debia
deducir la poblacion inicial, la tasa de decrecimiento asi como la expresion algebraica
exponencial f(x) = k(1 — c¢)*que le pudiera ayudar a conocer la poblacion restante al
final de cada afio a partir de la informacion proporcionada. La expresion deberia

ayudarle para analizar una situacion similar cuya poblacion inicial fuera diferente.

Los objetivos eran que los estudiantes le dieran significado a los conceptos como
variacion, tasa de cambio, dominio y rango, al variar los parametros de la funcién
exponencial en su representacion gréafica. Se pretendia que los estudiantes analizaran
una familia de problemas cuyo comportamiento siguiera un modelo exponencial

decreciente.

4.2.6.1 Descripcién de los procedimientos presentados por los estudiantes al

realizar la actividad 7

La tarea fue entregada por todo el grupo del cual so6lo el 30% del grupo (estudiantes
D, E y J) describi6é detalladamente sus procedimientos. Los cuales se describen en

seguida.
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4.2.6.1.2 Anadlisis de las cantidades numéricas correspondientes a la tasa de
cambio decreciente

De acuerdo con las respuestas de los estudiantes se pudo observar que el 100% del
grupo (estudiantes A, B, C, D, E, F, G, H, | y J) inici6 la identificacién de variables y
dependencia a partir de las tablas que se les entregaron. Determinaron la razén de
cambio entre la poblacion final e inicial de cada periodo proporcionada por la tabla. El
procedimiento del estudiante E es un ejemplo en el cual se puede observar cémo
identificé que podia abordar las dos situaciones de la actividad (accidentes de pesca
y caza con arpén) empleando el mismo procedimiento. Es decir, el estudiante E

transfirié conocimiento (Figura 4.53).

Figura 4. 53 Calculo de razones de cambio por el estudiante E para la actividad 7.

El 100% del grupo calculé una razén de cambio promedio con las razones de cambio
obtenidas. Por ejemplo, en el procedimiento del estudiante | se puede observar que
sumo las razones de cambio (3.08069944) y las dividié entre cuatro que fue la cantidad

de razones determinadas:

3.08069944 _ 0.77

Solo el 30% del grupo (estudiantes D, E y J) ademas de sus procedimientos numericos

incluyd la explicacion de estos. Evidencia de ello es la redaccion presentada por el
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estudiante J: “Para determinar la tasa de mortalidad debemos sacar el promedio con

. .. P; ., e . ., .
los datos que nos proporcionan. Dividir P—‘(poblacmn inicial entre poblacion final),
f

luego sumarlos y dividirlos entre la cantidad de resultados, nos dara 0.77 y 0.84". El
estudiante explico que primero debia calcular la razén de cambio entre la poblacién
inicial y final de cada periodo, una vez determinados obtuvo la razén de cambio

promedio anual para cada situacion de la actividad (manaties accidentados y

P . , . ... P
manaties cazados). Los estudiantes D y E calcularon la razon de cambio al dividir P—f ,

1

lo cual ayudo a reflexionar sobre la informacion que proporcionaba cada tasa de

cambio en la sesion de discusion en clase (Seccion 4.2.6.2).

4.2.6.1.3 Determinacion de la tasa de cambio decreciente

Solo el 30% del grupo (estudiantes A, C y F) determiné cual fue la tasa de cambio
decreciente. El procedimiento que se empledé puede ser ejemplificado con el del

estudiante C:

1-T=0.77 -1T =-0.23

ST-077-1  __-023
~T--023 -1

T=0.23
El estudiante relaciond la razén de cambio promedio encontrada (0.77) con la base de

la funcién exponencial construida en una actividad anterior (1 — T).Igualé 1 — T = 0.77

y posteriormente despejo T, encontrando T = 0.23.
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4.2.6.1.4 Razonamiento bidireccional

El 70% del grupo (estudiantes A, B, D, E, G, | y J) realiz6 un razonamiento bidireccional
a partir de la expresion algebraica obtenida, al buscar la poblacion inicial que se
solicitaba para cada situacion de la actividad 7 (mortalidad por enmalles y mortalidad
por caza con arpon). Ejemplo de ello son los procedimientos del estudiante E (Figura
4.54), quien construyo una funcién exponencial. Para ello uso la razon de cambio
obtenida de la poblacion final e inicial de cada periodo, la poblacion al final (21
manaties) del sexto afio (exponente 6); representd como incognita al valor de la

poblacion inicial (Mai) y obtuvo su valor (100.76).

Figura 4. 54 Andlisis bidireccional realizado por el estudiante E para la actividad 7. Determinaciéon de
poblacién inicial empleando informacidn de representacidn tabular en funcién exponencial.

El 30% del grupo no calculd la poblacion inicial (estudiantes C, F y H).
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4.2.6.1.5 Planteamiento expresion exponencial decreciente

El 80% de los estudiantes (A, B, D, E, G, H, | y J) construy6 y propuso el empleo de
la funcién exponencial decreciente como un método que le serviria a Saori para
determinar si deberia dejar libres a los manaties de su santuario. La funcion
exponencial fue construida a partir de la informacién generada en sus procedimientos
previos. Transfirieron el conocimiento utilizado al resolver la actividad 6 de la
secuencia. Ejemplo de este razonamiento es el presentado por el estudiante J, quien
construyd una funcioén exponencial para la situacion de enmalles (Pr = 100.76(0.77)4)
y otra para situacion de caza por arpén (Pr = 116.74(0.84)4). Reconoci6é que podia
utilizar éstas para el santuario de Chetumal pero empleando la poblacién inicial
correspondiente. En la Fig. 4.55 se observa la transferencia de sus procedimientos:
“Para determinar la del santuario de Chetumal, usaremos la misma solo cambiaremos

la poblacion inicial”.

Figura 4. 55 Planteamiento de la funcién exponencial decreciente por el estudiante J para la actividad 7.
Transferencia de los procedimientos empleados en la actividad 6.

El 20% del grupo (estudiantes C y F) no logré plantear la funcién exponencial

decreciente. Empled un procedimiento recursivo.
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4.2.6.2 Presentacion de modelos, retroalimentacién y evaluacién, asi como de

conceptos matematicos inmersos en ellos

La séptima sesidn consistié en la discusion grupal con base en los procedimientos
construidos para resolver la actividad 7. El docente a partir de los procedimientos
realizados por los estudiantes solicitd a los estudiantes F y A que compartieran sus
procedimientos para reflexionar a partir de ellos. En el orden en que se mencionan
los estudiantes fue en el que presentaron sus procedimientos, decision tomada por el

docente con el fin de complementar ambos modelos.

El estudiante F quien presento primero, explicé sus procedimientos recursivos (Figura
4.56). Inicialmente, intentd explicar que la tasa de cambio decreciente la obtuvo a

partir de calcular la razén de cambio entre la poblacion inicial y final de cada periodo

176 .
(E) el resto del grupo no estuvo de acuerdo y comentd “no en ese orden se

calculaba la razén de cambio”. Los estudiantes se referian a que la comparacion

, . . 100 . ., o
debia realizarce de forma inversa (1—76) El estudiante F no se convenci6 al recibir el

comentario de sus compafieros, pero cambio sus procedimientos empleando uno al
cual nombraban “regla de tres simple” (Figura 4.57) con el cual logr6é terminar de

explicar la solucion de la actividad.

Figura 4. 56 Presentacion de primer procedimiento del estudiante F para la actividad 7. Determinacion de
razén de cambio.
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Figura 4. 57 Presentacion de segundo procedimiento del estudiante F para la actividad 7. Empleo de
“regla de tres simple”

El estudiante A explicé la construccion y el empleo de la funcion exponencial
decreciente como el método que le serviria a Saori para determinar si deberia dejar
libres a los manaties de su santuario (Figura 4.58). La conclusién de este estudiante
fue que deberian liberar sélamente a una parte de la poblacién, ya que si liberaran a
la totalidad y sucedieran tanto las muertes por redes como por arpon, la poblacién de

manaties disminuiria a una tasa del 41% por afio.
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Figura 4. 58 Procedimientos presentados por el estudiante A para la actividad 7. Empleo de funcién
exponencial decreciente.

El docente cerr¢ la actividad preguntando qué procedimiento preferirian y por qué. El
grupo comentd que el empleo de la funcidon exponencial era un procedimiento

“rapido”, con esto se referian a que no requerian emplear métodos recursivos.
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4.2.6.3 Observaciones de los resultados obtenidos con la implementacion séptima actividad

A continuacion se presenta un resumen de los conocimientos exhibidos por los estudiantes en sus reportes escritos de la

actividad 7 antes de la discusion grupal (Tabla 4.7):

Conocimientos Identificaciéon de | Andlisis de las cantidades numéricas | Determinacion de la tasa de cambio | Razonamiento bidireccional Planteamiento
exhibidos porlos | yariables y | correspondientes a la tasa de cambio | decreciente expresion
estudiantes dependencia decreciente exponencial
decreciente
A Apartir de los datosdela | A partir de la razon de cambio entre | Determinacion de tasa decreciente del 24% para [ A partir de informacion tabular | Alcanzado
tabla. Sin explicitarlo. poblacién inicial y final en cada periodo, | enmalles y del 17% por caza con arpén anual, a | construccion de funcién exponencial.
partir de razon de cambio promedio obtenida.
A partir de los datos dela | A partir de la raz6n de cambio entre | No la determiné A partir de informacién tabular | Alcanzado
B tabla. Sin explicitarlo. poblacion inicial y final en cada periodo, construccion de funcién exponencial.
A partir de los datos dela | A partir de la razén de cambio entre | Determinacion de tasa decreciente del 23% para | No hubo No la planted
tabla. Sin explicitarlo. poblacién inicial y final en cada periodo, | enmalles y del 17% por caza con arpén anual, a
C partir de razon de cambio promedio obtenida.
A partir de los datos dela | A partir de la raz6n de cambio entre | No la determind A partir de informacién tabular | Alcanzado
D tabla. Sin explicitarlo. poblacion inicial y final en cada periodo, construccion de funcién exponencial.
%]
g A partir de los datos dela | A partir de la razén de cambio entre | No la determiné A partir de informacién tabular | Alcanzado
_E E tabla. Sin explicitarlo. poblacién inicial y final en cada periodo, construccion de funcion exponencial.
=]
j}
u‘cTJv Apartir de los datosdela | A partir de la razén de cambio entre | Determinacion de tasa decreciente del 23% para | No hubo No la plante6
tabla. Sin explicitarlo. poblacién inicial y final en cada periodo, | enmalles y del 17% por caza con arpén anual, a
F partir de razén de cambio promedio obtenida.
A partir de los datos dela | A partir de la razén de cambio entre | No la determind A partir de informacion tabular | Alcanzado
G tabla. Sin explicitarlo. poblacion inicial y final en cada periodo, construccion de funcion exponencial.
A partir de los datos de la | A partir de la razén de cambio entre | No la determiné No hubo Alcanzado
H tabla. Sin explicitarlo. poblacién inicial y final en cada periodo,
A partir de los datos dela | A partir de la raz6n de cambio entre | No la determind A partir de informacion tabular | Alcanzado
| tabla. Sin explicitarlo. poblacion inicial y final en cada periodo, construccion de funcién exponencial.
A partir de los datos dela | A partir de la raz6n de cambio entre | No la determiné A partir de informacién tabular | Alcanzado
J tabla. Sin explicitarlo. poblacion inicial y final en cada periodo, construccion de funcién exponencial.

Tabla 4. 7 Conocimientos exhibidos por estudiantes en la actividad 7




En la Actividad 7 se observa que los estudiantes mejoraron su habilidad para describir de forma escrita las situaciones y
para transferir sus modelos empleados en actividades en las que se trabajé con la funcion exponencial creciente a

situaciones relacionadas con la funcién exponencial decreciente.



4.2.7 Evaluacion. Modelacion de una actividad que implica las representaciones de
la funcién exponencial creciente de la forma f(x)=k@+c)* donde

xeZ"; k=2000;c=0.24,0.02 . Modelacién de una actividad que implica las
representaciones de la funcién exponencial decreciente de la forma f(x) = k(1—c)"
donde xeZ"; k =6400;c=-0.30

La octava actividad (Anexo) de la secuencia fue una actividad de adaptacion de modelos
que realizaron los estudiantes de forma individual a modo de evaluacién del aprendizaje
logrado al final de la secuencia. En esta actividad, implementada en la octava sesion de
clases, se requeria de un analis basado tanto en la funcion exponencial creciente como

decreciente.

La Actividad 8 consistia en que el estudiante debia explicar a José a qué tasa de interés
debia invertir cierta cantidad de dinero considerando que queria alcanzar un fondo para
comprar una consola de videojuegos, dado que existian dos tasas de inversion distintas
para diferentes periodos. El estudiante debia explicar a José como se devaluaba el valor
la consola de videojuegos considerando que una vez adquirido el aparato, éste

disminuia a una tasa del 30% anual.

El estudiante debia deducir que la tasa de crecimiento a 2% mensual era mejor que la
de 24% anual; debia construir la funcion algebraica exponencial f(x) = k(1 + ¢)* que le
pudiera ayudar a conocer en qué periodo alcanzaria José el ahorro deseado. Ademas,
el estudiante debia deducir la expresion algebraica exponencial f(x) = k(1 — c)*que le
pudiera ayudar a conocer en qué periodo la consola dejaria de tener valor, por lo tanto

también requeria utilizar logaritmos.

4.2.7.1 Descripcion de los procedimientos presentados por los estudiantes al

realizar la actividad 8

La tarea fue entregada por todo el grupo al docente. En seguida se presentan los

procedimientos utilizados por los estudiantes.



4.2.7.1.2 Analisis de las cantidades numéricas correspondientes a la tasa de

cambio creciente

El 20% del grupo (alumnos B y E) inicié determinando el incremento que tendria el dinero
invertido en el primer periodo para cada tasa de crecimiento de cada opcion de inversion
(Figura 4.59). Los procedimientos del estudiante B son un ejemplo, en el cual se puede
observar como empleé el procedimiento al que nombraba, desde actividades anteriores,
“regla de tres simple” para calcular el incremento en el primer periodo correspondiente a
la tasa de inversion mensual del 2%. Posteriormente, se observa que el estudiante
consider6 que el incremento mensual (40 mensual) seria constante y determiné el
incremento para un afio (4800 anual) multiplicandolo por los doce meses. Finalmente,
el estudiante escribié que la proporcion del incremento mensual con respecto al fondo

inicial correspondia a la tasa de crecimiento

289 0.4
2000

Se observa que el estudiante empled6 el mismo procedimiento para la tasa anual, es decir,

el estudiante B transfirio conocimiento (Figura 4.59).

Figura 4. 59 Procedimientos presentados por el estudiante B para la actividad 8. Determinacion del
incremento para cada tasa de inversién en el primer periodo

El 10% del grupo (alumno F) también realiz6 el procedimiento nombrado como-‘regla de

tres simple” hasta el quinto periodo (Figura 4.60).
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Figura 4. 60 Procedimientos presentados por el estudiante F para la actividad 8. Determinacion del
incremento para cada tasa de inversién en el primeros cinco periodos.

Estos estudiantes modificaron el procedimiento inicial de regla de tres para emplear

posteriormente una expresion exponencial.

4.2.7.1.3 Planteamiento expresién exponencial creciente

El 100% del grupo (estudiantes A, B, C, D, E, F, G, H, 1y J) logré plantear una expresion
exponencial. Cada estudiante emple6 su propia simbologia para representar los
términos, ejemplo de ello son los registros del estudiante H (Figura 4.61). Se puede
observar que el estudiante construyé una expresion que le fue de utilidad para calcular

el ahorro de acuerdo con cada tasa planteada, si era anual (2000(1+0.24)° = 7270) O Si

era mensual (2000(1+0.02)* = 6433.39).
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Figura 4. 61 Procedimientos presentados por el estudiante F para la Actividad 8. Determinacion del la
expresion exponencial para calcular el incremento para cada tasa de inversion en el primeros cinco
periodos.

4.2.7.1.4 Razonamiento bidireccional correspondiente a la tasa de cambio

creciente

El 100% del grupo (estudiantes A, B, C, D, E, F, G, H, | y J) eligio la inversion B (Figura
4.62) como la que permitiria a José alcanzar su ahorro en el menor tiempo. En seguida

se muestran los procedimientos que justificaron esta eleccion.

El 60% del grupo (estudiantes B, C, E, F, G, H) determin¢ al “tanteo” el periodo en el cual
José alcanzaba el ahorro requerido. El procedimiento del estudiante G es un ejemplo de
lo que los estudiantes nombran como “tanteo”. Construyd una expresion exponencial
para la tasa de inversién anual (Figura 4.62, izquierda) y fue sustituyendo diferente
cantidad de afios (valores del exponente) hasta que encontré que en el sexto afio José

alcanzaba el ahorro deseado (2000(1+.24)° =7240.43 ). Se puede observar que el

estudiante utilizé solamente valores que correspondian a los nUmeros enteros positivos;
transfirié conocimiento al emplear el mismo procedimiento para la tasa mensual (Figura

4.62, derecha), donde sustituyo valores de 5 en 5 y encontré que en el sexto afio José

alcanzaria el ahorro deseado (2000(1+.24)° = 7240.43).
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Figura 4. 62 Procedimientos presentados por el estudiante G para la actividad 8. Comparacion del
incremento para cada tasa de inversion.

El otro 40% del grupo (estudiantes A, D, I, J) determiné el periodo en el que José
alcanzaba el ahorro deseado de acuerdo con cada tasa empleando logaritmos; el
procedimiento del estudiante D (Figura 4.63) es un ejemplo. El estudiante despejo el

exponente (periodo en afios) en la expresidn exponencial para la inversion anual A
(2000(1.24)" =6400) . El estudiante mostré cierta dificultad para expresar el uso de
logaritmos ya que escribié Log A1.24 =log32 en lugar de ALog 1.24 =log32, pero en su

calculadora realiz6 correctamente las operaciones. Esta dificultad se observo en los

procedimientos de los estudiantes A, D y J.

El estudiante D emple6 el mismo procedimiento en la expresion exponencial para la

inversion B (Figura 4.64). Es decir transfirido su conocimiento.
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Figura 4. 63 Procedimientos presentados por el estudiante D para la Actividad 8. Determinacién del periodo
paralainversion tipo A empleando logaritmos.

Figura 4. 64 Procedimientos presentados por el estudiante D para la Actividad 8. Determinacién del periodo
paralainversion tipo B empleando logaritmos.

Todos los estudiantes, sin importar el procedimiento empleado, lograron identificar que
cada tasa de inversion correspondia a diferentes periodos y determinar una equivalencia
entre ellas para poder compararlas. La explicacion del estudiante H ejemplifica el
razonamiento empleado (Figura 4.65). Para la inversion B (interés 2% mensual) el
estudiante H dividié la cantidad de meses (en la que determiné que José alcanzaria el

ahorro deseado) entre doce (59/12 = 4.9). El resultado de 4.9 lo convirtié a 4 afios 11
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meses, el cual pudo comparar con el tiempo en que alcanzaria el ahorro con la inversién

A (interés 24% anual). El estudiante concluy6 que convenia mas la inversion B.

Figura 4. 65 Procedimientos presentados por el estudiante H para la Actividad 8. Determinacion del periodo
paralainversion tipo B empleando logaritmos.

4.2.7.1.5 Representacion grafica correspondiente al problema de tasa de cambio

creciente: variacion, tasa de cambio, dominio, rango y ceros de la funcién

El 30% del grupo (estudiantes B, H, 1) graficé solamente el incremento de la inversion
elegida B. El estudiante B marcd con puntos las coordenadas correspondientes a los
afos transcurridos y el ahorro que tendria José, ademas los unié (Figura 4.66). Lo cual
fue diferente a la grafica realizada por los estudiantes H e |, quienes no los unieron,

ejemplo de ello es la grafica del estudiante | (Figura 4.67).

Figura 4. 66 Representacion grafica del estudiante B para la Actividad 8. Incremento para la inversion tipo B.
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Figura 4. 67 Representacién grafica del estudiante | para la Actividad 8. Incremento para la inversion tipo B.

El otro 70% del grupo (estudiantes A, C, D, E, F, G, J) grafico el incremento de ambas
inversiones. En este caso se observo que los alumnos C, E, F y G realizaron las gréficas
por separado. De estos, los estudiantes E y G realizaron ambas graficas sin ningun
problema. Incluso el alumno E describio “se puede apreciar que va aumentando cada
vez mas a diferencia que a la primera” (Figura 4.68), el estudiante realizé una descripcion
cualitativa tratando de indicar que la gréfica de la inversion A (tasa 24% anual) requeria
mayor tiempo para alcanzar el ahorro ($6400) que la gréfica de la inversion B (tasa 2%

anual).
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Figura 4. 68 Representacion grafica del estudiante E para la Actividad 8

A diferencia de las graficas realizadas en las actividades anteriores de la secuencia
donde las abscisas representaban el tiempo y las ordenadas el ahorro generado por la
tasa de inversion elegida, el estudiante C nombré como ahorro a las abscisas y como
tiempo a las ordenadas (Figura 4.69). El estudiante se dié cuenta de dicha situacion e
incluyé una nota tratando de explicar: “Profa la grafica esta invertida”. Quiza debido a
esta representacion el estudiante tuvo dificultad para realizar las gréaficas, las cuales
inician en ambos casos en el origen de coordenadas en lugar de las coordenadas (2000,

0) y (0, 2000) para la primera y segunda gréfica, respectivamente.
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Figura 4. 69 Representacion grafica del estudiante C para la Actividad 8

En el caso del estudiante F se observa que intenté comparar las graficas para indicar
con cudl tasa se alcanzaria primero el ahorro. Mostré cierta dificultad en la escala
utilizada en los valores del dominio (tiempo) de sus graficas para cada expresion

exponencial (Figura 4.70).

Figura 4. 70 Representacion grafica del estudiante F para la Actividad 8
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En el caso de los estudiantes que realizaron sus graficas en el mismo plano cartesiano
se observaron dos escenarios. El caso de los estudiantes Ay D y el caso del estudiante
J. Los primeros trazaron gréaficas lineales uniendo mediante dos segmentos de rectas,
desde la coordenada (0, 2000) correspondiente al capital inicial hasta las coordenadas
(6, 6400), (7.5, 7000) correspondientes al ahorro deseado de $6400.00. El estudiante A
agrego la tasa de inversion a cada grafica (Figura 4.71); mencion6 que con la tasa de
2% mensual alcanzaria primero el ahorro, evidencia de ello es la nota que incluyo

después de sus graficas: “Entonces le combiene [sic] mensualmente la tipo B”.

Figura 4. 71 Representacién grafica del estudiante A para la Actividad 8.

La otra representacion grafica que surgié fue la presentada por el estudiante J (Figura
4.72). Se puede observar que realizd las graficas en forma discreta para cada tasa;
diferencié con color rojo la tasa de crecimiento mensual a 2% de la tasa de crecimiento
anual a 24% que grafico con color negro. El estudiante para poder comparar el
crecimiento de cada inversion utilizé como dominio de la funcién los valores: 12, 24, 36,
48,60y 72.
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Figura 4. 72 Representacion grafica discreta de ambas tasas de crecimiento para la Actividad 8. Estudiante J

4.2.7.1.6 Analisis de las cantidades numéricas correspondientes a latasa de

cambio decreciente

Para el analisis de la depreciacion del valor de la consola de videojuegos, el 30% del
grupo (alumnos C, E, F) lo realiz6 empleando métodos recursivos. Ejemplo de ello son
los registros que se tienen del procedimiento presentado por el estudiante C (Figura
4.73), donde se observa que al valor original de la consola (6400) le restd el 30% del
valor de éste (1920) obteniendo el valor que tendria al final del primer afio. Se deduce
gue realizé este procedimiento de manera continua hasta que obtuvo el valor de la

consola, que resultaba menor a un peso en el afo 25.
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Figura 4. 73 Procedimientos presentados por el estudiante C para la Actividad 8. Determinacién de la
depreciacién del valor de la consola de videojuegos.

4.2.7.1.7 Planteamiento expresion exponencial decreciente

El otro 70% (alumnos A, B, D, G, H, |, J) del grupo planted una expresion exponencial
para determinar la depreciaciéon de la consola de videojuego. Se observd que los
estudiantes G, I, J construyeron un expresion exponencial que les sirvié solamente con
la informacion proporcionada en la actividad; el procedimiento del estudiante | es un
ejemplo (Figura 4.74). Se observa que aunque el estudiante planted la expresion

exponencial determind el valor del equipo para periodos consecutivos.
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Figura 4. 74 Procedimientos presentados por el estudiante C para la Actividad 8. Determinacién de la
depreciacion del valor de la consola de videojuegos empleando una expresidon exponencial

Por otro lado los estudiantes A, B, D, H ademas de plantear la expresién exponencial
para la situacién particular de depreciacion lograron generalizarla para cualquier contexto
similar. Se puede observar la generalizacion en el procedimiento del estudiante H (Figura
4.75), quien planteo la expresion para la depreciacion de la consola de videojuego en el
primer afio (6400(1- 0.3) = 4480) y luego en el afio 40 (6400(1—0.3)* = 0.004). Finalmente,
el estudiante generalizé la expresion exponencial expresandola de forma algebraica

(PI (1-Tasa)" = PF) y explico el significado de la simbologia empleada.

Figura 4. 75 Procedimientos presentados por el estudiante H para la Actividad 8. Determinacion de la
depreciacion del valor de la consola de videojuegos generalizando la expresién exponencial.
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4.2.7.1.8 Representacion grafica correspondiente al problema de tasa de cambio

decreciente: variacion, tasa de cambio, dominio, rango y ceros de la funcion.

Soélo el 70% del grupo (estudiantes A, B, D, G, H, I, J) realiz6 las graficas donde a partir

de una tasa de cambio decreciente se deprecia el valor de la consola de videojuegos.

Los estudiantes B y H realizaron graficas continuas y tuvieron problemas con la escala
utilizada en el eje de las abscisas. Ejemplo de ello es la grafica del estudiante H (Figura
4.76), donde se puede observar que inicié6 graficando del primer al quinto afio
consecutivamente y, posteriormente, grafico del quinto al veinteavo afio; utilizé intervalos
de cinco afios representados por el mismo espacio. Ademas, éste estudiante no grafico

la interseccién de la grafica con el eje de las ordenadas.

Figura 4. 76 Gréfica continua con problemas en escala de las abscisas del decrecimiento exponencial en la
Actividad 8. Estudiante H

El estudiante G realizd una gréfica continua (Figura 4.77). Cabe mencionar que este
estudiante analizé la depreciaciéon de la consola de video juego empleando una
expresion exponencial; determind el valor de la consola para periodos consecutivos
hasta valer $0.011 al afio 37 (Figura 4.78). Se observa que después de ese periodo el

estudiante consideré que la Ganancia seria negativa, aun cuando no la calcul®.
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Figura 4. 77 Grafica continla de decrecimiento exponencial en la Actividad 8 con problemas en valores del
rango. Estudiante G

Figura 4. 78 Determinacion de valores del rango para grafica continua de decrecimiento exponencial en la
Actividad 8. Estudiante G

Los estudiantes A y D elaboraron gréficas continuas. Un ejemplo es la grafica del
estudiante D (Figura 4.79), quien marcé la interseccion en las ordenadas y sefialo el
significado de cada eje; solo grafico el valor para la consola de videojuego durante los

primeros quince afos, lo cual calculé a partir de una expresion algebraica exponencial.
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Figura 4. 79 Grafica continua de decrecimiento exponencial en la Actividad 8. Estudiante D
Los ultimos dos estudiantes | y J realizaron gréaficas discretas. Ambos estudiantes
graficaron el valor de la consola de videojuegos para los primeros diez afios. Un ejemplo
es la gréafica del estudiante J (Figura 4.80), quien sefialé que obtuvo la informacién de la
expresion exponencial decreciente (6400(1—0.30)A = PF) . El estudiante indic6 qué
informacion era representada en cada eje. Se observa que existe dificultad en la

comprension del concepto de proporcionalidad: “Vemos que la grafica decrece

proporcionalmente un 0.7”.

Figura 4. 80 Determinacion de valores del rango para grafica continua de decrecimiento exponencial en la
Actividad 8. Estudiante G
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4.2.7.2 Observaciones de los resultados obtenidos con evaluacion

A continuacion se presenta un resumen de los conocimientos exhibidos por los estudiantes en sus reportes escritos de la

actividad 8 (Tablas 4.8 y 4.9):

Conocimiento

Analisis de las cantidades

Planteamient

Razonamiento bidireccional correspondiente a la tasa de

Representacién gréfica correspondiente al problema de tasa

s exhibidos numeéricas 0 expresion cambio creciente de cambio creciente
por los correspondientes alatasa | exponencial
estudiantes de cambio creciente creciente
A Sin evidencia Alcanzado Despeje de la incognita A (periodo en afios) en la expresion | Grafica continua de ambas inversiones en el mismo plano (2%
exponencial para la inversion A (2000(1.24)A:6400) empleando | mensual y 24% anual). Rectas trazadas de la interseccion a las
logaritmos ordenadas (capital inicial) hasta la coordenada del ahorro deseado
Empled procedimiento nombrado | Alcanzado Sustitucion de diferente cantidad de afios (valores del | Gréafica continua solamente el incremento de la inversion B elegida
“Regla de tres simple” so6lo para exponente) en expresion exponencial (2% mensual)
B primer periodo
Sin evidencia Alcanzado Sustitucion de diferente cantidad de afios (valores del | Grafica continua de ambas inversiones por separado (2% mensual y
C exponente) en expresion exponencial 24% anual). Invirtié la ubicacién de las variables en los ejes.
Sin evidencia Alcanzado Despeje de la incognita A (periodo en afios) en la expresion | Grafica continda de ambas inversiones en el mismo plano (2%
exponencial para la inversion A (2000(1_24)A:6400) empleando | mensual y 24% anual). Rectas trazadas de la interseccion a las
D logaritmos ordenadas (capital inicial) hasta la coordenada del ahorro deseado
@ Empled procedimiento nombrado | Alcanzado Sustitucion de diferente cantidad de afios (valores del | Gréafica continua de ambas inversiones por separado (2% mensual y
= “Regla de tres simple” solo para exponente) en expresion exponencial 24% anual)
< E primer periodo
E
E Empleo procedimiento nombrado | Alcanzado Sustitucion de diferente cantidad de afios (valores del | Grafica continua de ambas inversiones por separado (2% mensual y
“Regla de tres simple” so6lo para exponente) en expresion exponencial 24% anual). Dificultad en escala para los valores del dominio
F primer periodo (tiempo) en la gréafica para la tasa mensual de 2%.
Sin evidencia Alcanzado Sustitucion de diferente cantidad de afios (valores del | Grafica continua de ambas inversiones por separado (2% mensual y
G exponente) en expresion exponencial 24% anual)
Sin evidencia Alcanzado Sustitucion de diferente cantidad de afios (valores del | Gréafica continua solamente el incremento de la inversion B elegida
H exponente) en expresion exponencial (2% mensual)
Sin evidencia Alcanzado Despeje de la incognita A (periodo en afios) en la expresion | Grafica discreta solamente el incremento de la inversion B elegida
exponencial para la inversion A (2000(1.24)" = 6400) empleando [ (2% mensual)
| logaritmos
Sin evidencia Alcanzado Despeje de la incognita A (periodo en afios) en la expresion | Gréafica discreta de ambas inversiones en el mismo plano (2%
exponencial para la inversion A (2000(1.24)" =6400) empleando | mensual y 24% anual).
J logaritmos

Tabla 4. 8 Conocimientos exhibidos por estudiantes en la actividad 8 en la que subyace una funcién exponencial creciente




En la tabla 4.8 se observa que el 100% de los estudiantes logré plantear la expresion
exponencial creciente, pertinente para describir la situacion. EI 60% logro realizar un
razonamiento bidireccional mediante ensayo y error; el 40% restante utilizo

logaritmos. El 80% elaboré graficas continuas mientras que el 20% construyo gréficas

discretas.
Conocimientos | Andlisis de las cantidades Planteamiento expresion Representacion grafica
exhibidos por numeéricas correspondientes a | exponencial decreciente correspondiente al problema de
los estudiantes | latasa de cambio decreciente tasa de cambio creciente
A Sin evidencia Planteada de forma general Gréfica continua
Sin evidencia Planteada de forma general Grafica continua. Dificultad en escala
B para los valores del dominio (tiempo).
C Métodos recursivos numéricos Sin evidencia No realizaron
D Sin evidencia Planteada de forma general Gréfica continua
4 7 . o . . . .
% E Métodos recursivos numéricos Sin evidencia No realizaron
o
= 7 . o . . . .
2 F Métodos recursivos numéricos Sin evidencia No realizaron
(2]
w
Sin evidencia Planteado para resolver la actividad Gréfica continua. Consider6 valores
G negativos para el rango.
Sin evidencia Planteada de forma general Gréfica continua. Dificultad en escala
H para los valores del dominio (tiempo).
| Sin evidencia Planteado para resolver la actividad Gréfica discreta
J Sin evidencia Planteado para resolver la actividad Gréfica discreta

Tabla 4. 9 Conocimientos exhibidos por estudiantes en la actividad 8 en la que subyace una funcién
exponencial decreciente

En la tabla 4.9 se observa que el 70% de los estudiantes logré plantear la expresién
exponencial decreciente para describir la situacion y el 30% utiliz6 métodos recursivos
numericos. El 100% realiz6 un razonamiento bidireccional mediante ensayo y error.
El 50% elaboré graficas continuas, el 20% construy6 graficas discretas y el 30% no
graficd. Los estudiantes | y J fueron los que realizaron graficas discretas tanto para la

funcidén exponencial creciente como para la decreciente.

El 70% de los estudiantes lograron analizar e interpretar la Actividad 8 cuya situacion
requeria el manejo simultdneo de la funcion exponencial creciente y decreciente.
Estos estudiantes mostraron habilidades para adecuar los modelos aprendidos a

situaciones de contexto diferente.




Es importante recordar que al inicio de la secuencia didactica los estudiantes resolvian
los problemas mediante métodos numéricos recursivos y no utilizaban graficas. No
integraban los conceptos de dominio, rango, variable, tasa de cambio, dependencia,
crecimiento, continuidad al de funcidén exponencial. Las actividades 1 al 7 posibilitaron
la integracion; el avance en la comprension y manejo de estos conceptos fue lo que

les permitio resolver la Actividad 8.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el presente capitulo se exponen las conclusiones derivadas del analisis de la
implementacion de la secuencia didactica. Se da respuesta al problema planteado
en el Capitulo 1 y se evalta el cumplimiento de los objetivos de la tesis y de la
secuencia didactica. Las conclusiones se presentan en tres apartados: La
secuencia didactica, aprendizaje de los estudiantes y ambiente de trabajo. Se

incluyen recomendaciones para mejorar la implementacion y resultados.

5.1. La secuencia didactica

En la implementacion de la secuencia didactica se observo que cuando el docente
emplea actividades cercanas a las que sugiere la perspectiva de Modelos y
Modelacién (Lesh y Doerr, 2003) y usa un esquema de organizacion de actividades
cercano al propuesto por esta perspectiva para desarrollar conocimiento, los
estudiantes de nivel superior pueden abordar un conjunto de conceptos, relacionarlos
entre si y, ademas, generar ciclos de comprension en los cuales van refinando su

conocimiento.

Abordar un conjunto de conceptos es una ventaja ante las limitantes de tiempo
existentes en cualquier escuela para cumplir los objetivos de aprendizaje establecidos
en los programas oficiales, que promueven el uso de propuestas tradicionales en las
gue al estudiante se le deja como un receptor en el aula, la evaluacién del
conocimiento se dirige a la memorizacidon de conceptos y los conocimientos se

ensefianza aislados entre si.

Se encontrd que si el docente utiliza una secuencia como la descrita en esta tesis no
es posible abordar los temas en el orden en el cual el programa de la asignatura de
matematicas AG-109 lo plantea; donde pareciera que los conceptos se deben ensefiar

y aprender de forma lineal y aislada entre si: variaciébn de una cantidad respecto de
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otra, razones y proporciones, dependencias funcionales, representacion cartesiana,
funcién exponencial, descripcion de funciones (dominio, rango, intervalos donde es

positiva, negativa).

La resolucion de las actividades de la secuencia permiti6 que los estudiantes
emplearan diferentes representaciones (verbal, aritmética, grafica y algebraica) de la
funcion exponencial (Tablas 4.1,4.2,4.3,4.4,4.5,4.6,4.7, 4.8 y 4.9) y las relacionaran
entre si (actividades 6, 7 y 8). Los estudiantes al resolver las actividades pudieron dar
mejor significado a conceptos como dominio, rango, crecimiento exponencial,

variacion y ordenada al origen (seccion 4.2.3y 4.2.4).

En particular, el empleo del software Netlogo y la realizacion de actividades
utilizandolo propicié la necesidad de interpretar en las graficas la variacion y tasa de
cambio (Figuras de la 4.33 a la 4.48). Los estudiantes pudieron variar parametros, y
por lo tanto, profundizar en los conceptos de variacidon, tasa de cambio y funcion.
Simular un crecimiento poblacional con la ayuda de Netlogo permiti6 que los
estudiantes relacionaran la representacién grafica con la representacion algebraica de
la funcion exponencial. Los estudiantes tuvieron la oportunidad no solo de relacionar
ambas representaciones, ademas de visualizar de manera dindmica el crecimiento
poblacional al simular un fendmeno con caracteristicas cercanas a la vida real y

relacionarlo con diversas representaciones.

Otra caracteristica notable en la implementacion de la secuencia son los cambios
observados en la disposicion del grupo en el aula de clases para la resolucion de las
actividades en equipos. Se observé que esta disposicion, sumada a la comunicacién
de las ideas entre los estudiantes y el trabajo en grupo apoyé el desarrollo de
conocimiento individual, en equipo y grupal para generalizar conceptos matematicos

en el aula.
Los problemas o actividades abordadas en el aula, permitieron que los estudiantes:

» Lograran describir, interpretar, explicar y predecir situaciones donde intervienen
los conceptos de variacion y tasa de cambio no constante relacionadas con la

funcién exponencial.
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» Generalizaran a partir de la identificacion de patrones y establezcieran la funcién
exponencial en su forma algebraica.

= Desarrollaran conocimiento para el calculo de raices o puntos particulares en las
funciones exponenciales a través del empleo de ecuaciones exponenciales y el

modelo de su grafica al variar parametros.

Ejemplos que permiten concluir de esta manera pueden observarse en la descripcion
(Capitulo 4) de los logros de cada actividad, en particular en las tablas de la 4.1 a la
4.9.

5.2. Aprendizaje de los estudiantes

Inicialmente, algunos estudiantes pudieron resolver las actividades con métodos
recursivos e inclusive otros recordaron la existencia de una expresion algebraica para
modelarlas, pero no podian evaluar si ésta era adecuada por que no la comprendian
(Figura 4.16, seccion 4.2.1.7). Los estudiantes no utilizaban la razon de cambio como
un concepto para medir la variabilidad y encontrar patrones, sélo buscaban los

patrones de cambio a través de procedimiento aritméticos (suma y resta).

Los alumnos no podian interpretar y asociar las gréficas de la funcion exponencial a
Su expresion algebraica (Seccion 4.3). Pero, en las actividades 4 y 5 de la secuencia
se observo como los estudiantes fueron generando y refinando sus conocimientos y
habilidades para interpretar el modelo grafico de la funcidon exponencial creciente y
asociaron determinado comportamiento a la variacion de pardmetros del modelo

algebraico.

El empleo del el software NetLogo permiti6 explorar de forma dinamica el
comportamiento de las graficas generadas. Sin embargo, se percibié que el
despliegue de graficas continuas del software cre6 confusion (Figura 4.32) en algunos
estudiantes con respecto al dominio de la funcion, la cual en las actividades 2 y 3

habian establecido que correspondia a los numero reales enteros.

Varios estudiantes tuvieron dificultades para describir de forma escrita los modelos

construidos para solucionar las actividades, asi como para realizar un razonamiento
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bidireccional al emplear logaritmos. Posiblemente fue debido a que el concepto sélo

se revis6 como un algoritmo para despejar el exponente en la funcién exponencial.

Después de resolver las actividades de la secuencia didactica, se observé que los
estudiantes lograron mejorar su comprension respecto a la construccion, el significado
de los términos y algunas propiedades de la funcién exponencial, lo cual derivo en que
posteriormente la pudieran emplear para resolver actividades en diferente contexto
(Figura 4.65).

Con la implementacién de la secuencia didactica se logré que los estudiantes pudieran
reconocer cuando una actividad se relacionaba con una funcién exponencial creciente

o decreciente (Tablas 4.8 y 4.9).

La posibilidad brindada para que los estudiantes analizaran las actividades y refinaran
los modelos que construyeron a través de diferentes ciclos de comprensién, les
permitieron que éstos transfirieran sus conocimientos y habilidades aprendidas de
actividades relacionadas con la funcion exponencial creciente a decreciente, asi como

transferirlas en actividades de un contexto a otro.
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5.3. El ambiente de trabajo

Antes de la implementacion de la secuencia didactica los estudiantes estaban
acostumbrados a trabajar individualmente, escuchando siempre la explicacion del
maestro o realizando los ejercicios que éste les solicitaba. Al final de la
implementacion se observé que el trabajo en equipo asi como la discusion grupal
permitié a los estudiantes desarrollar habilidades para describir, explicar, comunicar,
analizar y argumentar los procedimientos realizados al momento de solucionar las
actividades en ambientes de trabajo colaborativo involucrandose en la generacion de
Su propio conocimiento. Los estudiantes no sélo aprendieron a comunicarse al interior
del equipo sino también en la discusion grupal para evaluar los distintos

procedimientos presentados por sus compafieros al resolver alguna actividad.

Tal como Lesh y Doerr (2003) lo mencionan, los estudiantes al interactuar con las
ideas de sus demas compafieros, obtuvieron mayor seguridad al defender los
procedimientos empleados asi como para cuestionar los realizados por sus
comparieros. Se observo que lograron generalizar y transferir lo aprendido a otras

situaciones similares en las que se empleaba la funcién exponencial.

Las actividades individuales posteriores al trabajo en equipo y discusién grupal
permitieron que los estudiantes tuvieran la oportunidad de volver a abordar las
actividades sin ayuda de sus comparfieros. También posibilité que el docente tuviera
mas elementos para revisar la comprension individual de cada estudiante, lo cual no

era facil observar en los trabajos en equipo.

El tipo de problemas que resolvieron los estudiantes, los cuales son nombrados como
de la vida real fueron un aspecto positivo de la secuencia didactica. Se observo que
los estudiantes, al considerar que el conocimiento que estaban adquiriendo les serviria
en algin momento de su vida, se interesaron en encontrar la solucion de las
actividades. Por ejemplo, un estudiante identificé que el procedimiento utilizado para
resolver las actividades 3 y 4 podria usarlo para calcular la relacion oferta y demanda

de productos, tema que correspondia a otro curso de su carrera.
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5.4. El papel del docente

El docente ademas de disefar la secuencia didactica tomé el papel de guia en las
sesiones y como moderador en las discusiones grupales; permitié que los estudiantes
aclararan sus dudas al momento de resolver las actividades, para ello utilizé preguntas
de reflexion de tal forma que no le brindo al estudiante la respuesta directamente. El
docente logro la involucracion de los estudiantes asi como su participacion activa al
emplear un estilo de ensefianza diferente tradicional; aprendié nuevas formas de
trabajar contenidos matematicos en el aula, interactuar con los estudiantes, apoyar el

desarrollo de conocimiento, y evaluarlo.

El rol como profesor y evaluador externo, del proceso de ensefianza y aprendizaje,
permiti6 al docente que modificara, extendiera y refinara ciclos de comprension

respecto a su propia practica.

5.5. Recomendaciones

Se recomienda con base en los resultados obtenidos y descritos no s6lo en este
Capitulo 5, sino también a lo largo del Capitulo 4, que los docentes que deseen hacer
uso de esta secuencia generen en el salon de clases un ambiente diferente al

tradicional.

Se sugiere utilizar algunas recomendaciones de la perspectiva de Modelos y
Modelacion, por ejemplo, adecuar las actividades al contexto de los estudiantes con
el fin de motivar al alumno y propiciar su interés en el aprendizaje de las mateméticas;
ayudar a que los alumnos consideren que los conceptos matematicos estudiados
seran herramientas Utiles asi como que desarrollen conocimiento permitiendo la
construccion de diversos modelos para poder solucionar situaciones de su vida
cotidiana (Lesh, Hoover, Hole, Kelly, y Post, 2000); propiciar que los estudiantes no
aprendan de manera aislada los conocimientos, sino integrados en un sistema
conceptual donde cada elemento que lo compone esté relacionado con otros mediante

reglas y operaciones.
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Los docentes deben pensar en la necesidad de desarrollar habilidades de
comunicacion, donde el lenguaje y las distintas representaciones utilizadas sean
pensados como un medio que propicia la comprension de conocimiento matematico;
debe promover el trabajo colaborativo, fomentar la participacion de los estudiantes en
el desarrollo de las actividades involucrandolos en la generacion de su propio
conocimiento en un proceso de refinamiento de los conceptos matematico que poseen

mediante la comunicacion de sus formas de pensar y procedimientos.

Otro aspecto importante que se sugiere al docente es la implementacién de la
Actividad 7 en el aula organizando al grupo en equipos. Esto permitiria apoyar la
profundizacién de los conceptos y procesos de solucién dado que es una actividad

mas abierta que las anteriores (3 a 6).

Esta secuencia podria mejorarse si se utilizan graficas discretas en las actividades 4
y 5 de la secuencia did4ctica, en lugar de las continuas. De esta manera se podria
mejorar la comprension acerca de los valores del dominio y rango de la funcion

exponencial.

Un concepto matematico que deberia considerarse como parte de esta secuencia
didactica es el de logaritmos el cual deberia profundizarse como funcion inversa, y la
relacion de esta funcién con la funcion exponencial. Es importante mencionar que de
acuerdo con los resultados de la implementacion de la propuesta didactica los
estudiantes mostraron habilidades de razonamiento bidireccional mediante ensayo y
error usando representaciones tabulares y algebraicas. Por lo tanto el tema de
logaritmos permitiria al estudiante realizar un mejor andlisis bidireccional empleando

el concepto con comprensiéon y no de forma algoritmica.

La secuencia didactica se ha seguido aplicando varias veces y por lo tanto refinando.
Se ha encontrando que cuando se usan graficas discretas en las actividades
realizadas con NetLogo, los estudiantes muestran una mejor comprension sobre el
dominio de la funcidén exponencial; es decir, distinguen cuando y porqué una grafica
es continua o discreta (NCTM, 2000; Noble, Nemirovsky, Wright, y Tierney, 2001).
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Por otra parte cuando la actividad 7 se trabaja en el aula se ha encontrado que el
intercambio de ideas entre los estudiantes refina la transferencia de los conocimientos
empleados para resolver las actividades relacionadas con la funcion exponencial

creciente al resolver las de tipo decreciente.
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ANEXOS

SECUENCIA DIDACTICA PARA LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LA
FUNCION EXPONENCIAL

ACTIVIDAD 1. FRAGMENTO DEL ARTICULO " DANIEL, ATRACTIVO
DEL SANTUARIO DEL MANATI", (AGUILAR, 2012)
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PREGUNTAS DE COMPRENSION SOBRE ARTICULO EL MANATI.

Freguntas de comprension

Con base en Ia informacion del articulo que acabas de leer, por favor contesta las
signienfes preguntas.

1. iPor qué es conocida la localidad de Laguna Guerrero?

2. Describe brevemente quién es Daniel y que lo hace especial.

3. ¢Cudles son las principales restricciones para entrar a Laguna Guerrera?
4. (Qué acciones propondrias realizar a favor de la especie?

ACTIVIDAD 2. ACTIVIDAD AYUDA A SAORI CON EL SANTUARIO

Aypznda a Saori con el santnario

Se pretende crear sarduarios pata manaties con el fin de tener una repoblacidn de eslos.
Para ello se realizd un censo aéreo de la poblacidn de manaties para el Caribe Mexicano
donde se pretenden realizar; Enconlrdndose 23 manaties enlasbakdas de Ascension v Espiritu
Sanlo.

Saoti quién esla directora del proyecto de los sanbiarios debe lewar un conleol anual de la
carlidad de manaties conlos gue cuenlan, para distibuir los recursos, eslithar cudndo se
legzard allimite ytomarasi lasmedidas cotrespondientes Se conoce que la lasa de
crecittiiento amal de la poblacidn de losmanaties es de 8%,

Etezparle del equipo de lrabajo que se encargard del santusrio jurdo con Baord por lo
gue debes enlregar una cara donde le expliguern:

1. Cdm oo calealar la cantidad de manaties que tendrd en el pritm er, se gando, tercer y
cuarlo afio en el sanhsario.

2. Cdm o calewlar 1a cantidad de manaties que tendrd en el décitm o, veinteavo v Leeinlavo
afio en el santuario.

3. Hi 2dlo cuenta con el presupuesio para cuidar 170 manaties, ;0 dmo caleular en gqué afio
alcanzard la cantidad dicha poblacidn?

4. Determinar un método que pueda emplear Baor para conocer esla informacidn enla

creacidn de olros santuarios, el cual pueda emplear si la poblacidn inicial de manaties o
la tasa de crecimiento poblacional fuers diferente.
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ACTIVIDAD 3. MANATIES ENFERMOS

Manaties enfermos

Sabemos que la tasa de crecimiento poblacional anual de los manaties es de 8%. Sin embargo, las condiciones
ambientales, enfermedades, los recursos alimenticios, asi como la misma edad de los manaties hacen que se
puedan morir.

En el santuario que dirige Saori se alcanzo una poblacion de 153 manaties, cuando se contagiaron de una
enfermedad por la cual de acuerdo a investigaciones realizadas mueren 75 de cada 250 manaties anualmente.
Entre las medidas de control deciden separar a las hembras de los machos. Por lo que Saori debera llevar un
control anual de la cantidad de manaties con los que contaran al final de cada afio, asi como saber cuando se
quedara sin manaties el santuario en caso de que no se logré controlar la situacion.

Avyuda a Saori escribiendo una carta donde le expliques un método para obtener esta informacion de tal forma
que lo pueda entender y emplear en otro santuario si se llegara a contagiar.

ACTIVIDAD 4. CREACION DE OTROS SANTUARIOS

Creacion de ofros Santnarios

Se realizo el censo agreo de la poblacion de manaties para el Caribe Mexicano al inicio del afin, se
encontraron ofras poblaciones ademds de los 23 mamiferos en las hahias de Ascensidn v Lspirim Santo;
alrededor de 7 manaties en las caletas v cenotes de los poblados de Tuluwm v Playa del Carmen; v 45 manaties
en la hahia de Chenural. Se sabe que la poblacion de estos mamiferos erece un % al término de cada afio v
Saori propone crear otros sanfuarios en las localidades censadas, Ayuda a Saori a recabar la siguienre
informacion justificando como la determinaste v presentarla de forma comprensible, porque deberas enviarsela
E11110A CarTa.

—

JQue poblacion habra dentro de 10, 20, 30, 40, 50 afos?

(B )

;Come es el incremento de la cantidad de manaties entre las diferentes localidades?

Observa la interseccion de la curva con el eje de las ordenadas en cada grafica. [ Qué significa el punto
de interseccion?

Laa

4. ;Encada grafica la ordenada al origen puede ser negativa? ;| Por qué?

5. ;Como es ¢l dominio v rango en cada grafiea 7 ;Tor que?
6. Que sigmifican eslos valores on el conlexlo del problens?

i el presupnesto para la mamitencion de los santuarios s6lo alcanzara para cuidar 2500 manatias por localidad

7. Encuanto tiempo estimas que se alcanzard una poblacion de 2500 manaties en cada localidad?
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ACTIVIDAD 5. CRECIMIENTO POBLACIONAL DE MANATIES EN EL

MUNDO

Crecimiento poblacional de manaties en el mundo

Existen manaties de diferentes especies en diferentes partes del mundo, los cunales tienen una tasa de
crecimiento poblacional diferente debido a diferentes factores ambientales o humanos. La especie Trichechus
senegalensis habita las costas de Africa Occidental, en esta especie se han observado crias a razdn de 3 por
cada 30 manaties al afio. El manati antillano o manati del Caribe (Trichechus manatus) que habita desde
el golfo de México hasta la desembocadura del rio Amazonas, en su poblacion se ha encontrado al afio 4 crias
por cada 50 manaties. El manati enano (I¥ichechus pygmaeus, otambien Trichechus bernhardi) esunaposible
especie de manati que habita en los espacios de agua dulce del Amazonas, a causa de su poblacion reducida,
se ha sugerido que el manati enano deberia ser considerado una especie en peligro critico de extincion, pero
noha sidoreconocido, tiene un crecimiento poblacional del 5%. Ahora se pretende crear un santuario en cada
una de las localidades considerando introducir inicialmente en cada uno 10 mamiferos, Katherine que esla
coordinadora del provecto v que recibio recomendaciones de tu trabajo, esta a la espera de una carta donde le
ayudes a analizar la signiente informacion explicando como la determinaste.

1. ;Cémo es la poblacion después de un determinado tiempo si lo comparamos para las diferentes tasas
de crecimiento poblacional?

2 ;Cémo es el incremento de la cantidad de manaties después de un determinado tiempo si lo
comparamos para las dif erentes tasas de crecimiento poblacional?

3. Observa la interseccion de la curva con el eje delas ordenadas en cada grafica. ; Queé significa el punto de
interseccion?

ACTIVIDAD 6. EL SANTUARIO DE LA LAGUNA DE LAS ILUSIONES
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ACTIVIDAD 7. POBLACION DE MANATIES AFECTADA

Poblacion de manaities afectoda

S relizd un censo acreo de la poblacion de nanatices para ¢l Canbe Mexdcano al imcio del ato 20013, v les
parecio que las poblaciones de manaties hablan alcanzado una poblacidn considerable de mamiferos en las
bahias de Ascension y Espinilu Santo. Dado que ol parecer se logrd una repoblacion exilosa se pretende
liberarlos o su habital natural. Sin embargo para tomar esa decision a Saocrt le enviaron la imformacion sobre
la varacion que podria tener el tamario de la poblacion de los manaties en los proximos afios, considerando
que las principales luentes de mortalidad son los crumalles aceidentales en redes de pesce, seeuido de la caza
con arpon. En los registros venian solo incluian la signientes informacion:
Mortalidad por enmalles Mortalidad por caza con arpén
accidentales en redes de pesca

Afios transcurridos [Poblacidn Afos transcurridos |Poblacién
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7 17 7 a0
g 13 a3 35
9 12 9 30
10 7 10 20
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Avuda a Saor escribiendo una carta donde le expliques un métedo que le avude a decidir si es conveniente
liberar a los manaties de las bahias de Ascension v Espinitu Sanlo malizandoe la inlonmacion proporcionada,
¢l método le deberd ser de utillidad para dectdir si liberard a los manatics del Santuario de la Batua de
Chetwmal, donde para principios del afio 2005 va cuenta con 176 maniferos.
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ACTIVIDAD 8. PLANES DE INVERSION (EVALUACION)

Planes de inversion

José quiere comprar una consola de videojuegos que tiene un costo de $6400, el cual una vez adquirido su
valor se deprecia 30% anualmente. FEl recibio $2000 de sus utilidades, como es un dinero extra desea
ingresarlo en una cuenta de inversion en un banco para ahorrar y poder adquirir la consola de juegos. Existen
dos opciones, la inversion tipo A con la cual gana un interés del 24% sobre el monto total generado
anualmente, y la inversion tipo B con la cual gana una tasa de interés 2% sobre el monto total generado
mensualmente.

Ayuda a José a elegir la inversion con la que pueda adquirir en menos afios el X-BOX, y a explicarle que
sucedera con el valor del equipo una vez adquirido, para ello deberas escribir una carta donde les expliques
el procedimiento con el que obtuviste la informacion para tomar la decision y presentarle una grafica con la
que muestres que sucedera con su dinero desde el momento de invertirlo hasta tiempo después de adquirida

la consola de videojuegos.

José quiza visite otros bancos, asi que el procedimiento que le presentes le debera servir si le presentan otros
planes de inversion en otros bancos, y se lo deberas explicar de tal forma que pueda repetir tus

procedimientos para obtener la informacion necesaria.
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