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RESUMEN

La ensefianza de las matematicas requiere de todas las estrategias que podamos
disefiar para satisfacer la amplia variedad de formas de aprender que podemos
encontrar en nuestros estudiantes. Preferentemente estas estrategias deben concebir
el conocimiento como un sistema construido activamente por la persona que aprende vy
el aprendizaje como un proceso en el que el aprendiz debe adaptar y organizar la

propia experiencia.

El aprendizaje debe capacitar al aprendiz para diferenciar entre el conocimiento que se
produce en una situacion particular (Calculo del area de figuras planas) y el saber
estructurado, organizado y generalizado a partir de situaciones especificas (Integral
definida).

El aprendiz debe pasar de aprender y repetir formulas a plantear, formular y resolver
problemas relacionados con el entorno social en que se desenvuelve. Para esto, el
profesor debe generar ambientes adecuados de aprendizaje, durante el proceso de
ensefianza, que permitan a los estudiantes aprender a pensar (comprender), expresar
libremente sus ideas y compararlas con las de sus compaferos, y las del profesor, para
valorar si son correctas o no y de esta forma generar un refinamiento de su
conocimiento.

En este sentido se plantea una propuesta didactica en la que se considera que los
estudiantes desarrollan comprension y/o conocimiento del concepto de integral definida
al trabajar con situaciones particulares, como el calculo del area de regiones planas,

que condujeron a la generalizacion de dicho concepto.

A continuacion presento una breve descripcion del contenido en los capitulos incluidos

en este trabajo de documentacion:

El capitule 1 proporciona un panorama general de las condiciones que motivaron el
desarrollo de este trabajo de tesis. De igual forma se describen el problema que se esta

abordando, la justificacion, los objetivas, el alcance y limitaciones del trabajo.
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El capitulo 2 se refiere al marco conceptual, en &l se reflexiona sobre lo que
entendemos por conocimiento, conocimiento matematico, la enseflanza y el
aprendizaje desde la perspectiva de modelos y modelacion, la resolucion de problemas
como estrategia de ensefianza, el papel de los profesores, el papel de los estudiantes

entre otras cosas.

El capitulo 3 contiene una descripcion del proceso que se siguid para la elaboracion de
la propuesta didactica, se describe las condiciones y el escenario de implementacion

de la secuencia, la recopilacién de informacion relevante y la evaluacion del proceso.

El capitulo 4 presenta los criterios utilizados para el disefic de la secuencia de
actividades, una breve descripcion de cada una de las actividades vy el analisis de los
resultados obtenidos durante y después de la implementacion de la secuencia

didactica.

Por dltimo, en el capitulo 5 se hacen, a modo de conclusion, una serie de reflexiones y

recomendaciones sobre el trabajo.
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CAPITULO|

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. ANTECEDENTES

Los planes de estudic en carreras de Ciencias e Ingenieria tienen una componente de
cursos de matematicas. Estos cursos tienen dos funcicnes: sirven de apoyo a las
asignaturas de otras disciplinas, y sirven de base a la formacion cientifica de los
profesionistas. Entre estos cursos se incluye el “Calculo diferencial e Integral”. Los
objetivos educativos asociados a estos cursos (UNAM, 2003), (IPN, 2003), (UACH,

2008), no difieren mucho del siguiente:

‘Desarrollar la capacidad de analisis del comportamiento de fendmenos que se
representan con funciones de una variable real enfatizando la aplicacion de la

derivada, de la integral y sus interpretaciones” (Universidad de Quintana Roo, 2001).

Y como objetivos particulares que el alumno pueda:

‘Expresar y describir relaciones entre variables que intervienen en un fenémenao”,

= “Calcular limites de funciones de una variable real a partir de teoremas sobre limites”,

» ‘ldentificar funciones continuas y discontinuas”,

» “Calcular las derivadas de diferentes tipos de funciones de una variable real aplicando
definicion, reglas y técnicas de derivacion”,

= ‘Resolver problemas relacionados con razones de cambio instantaneo”,

= ‘Emplear las derivadas primera y segunda para representar la grafica de una funcién”,

» “Aplicar los métodos para identificar los extremos de funciones a la soclucion de
problemas de fisica e ingenieria”,

» ‘Deszarrollar procedimientos de los diferentes métodos de integracion para obtener
integrales indefinidas de funciones algebraicas y trascendentes”

 C“Aplicar la interpretacion geométrica de la integral definida y sus propiedades en el

calculo de areas, volumenes, trabajo realizado por una fuerza variable, centro de

gravedad de una region plana”,






La gran variedad de respuestas, que el estudiante puede proporcionar ante una
situacion o problema, estan ascciadas con la comprension global de los conceptos
involucrados, con las ideas que permitieron el desarrollo de los mismos, con los
algoritmos y procedimientos que permiten realizar calculos, con las propiedades que
cumplen, con la integracion de otros conocimientos, etc.

Desarrollar una comprensién del significado de precision y exactitud en las
matematicas, tiene que ver con los procesos de estimar valores, de estimar el error
cometido al medir o calcular. La falta de comprension de estos procesos impide a los
estudiantes comprender otros mas complejos y relacionados con |os primeros, asi
como desarrollar estrategias que pueden ser aplicadas en diversas situaciones.

En general las experiencias muestran que en estos cursos los estudiantes mecanizan
o automatizan los algontmos asociados a un concepto, sin desarrollar una comprension
suficiente de dicho concepto que le permita usarlo como herramienta para analizar y
describir otros fendmenos fuera del contexto matematico (Flores, 1997). Asi uno de los
problemas que enfrenta la ensefianza de las matematicas, y en particular del calculo.
esta asociado con el desarrollo del significado y comprension de los conceptos (Imaz vy
Mareno, 2009) de manera que les sean utiles.

1.2. PROBLEMA

En este contexto he considerado el tema de la integral definida, y sobre ello me he
planteado las siguientes preguntas: ¢Jue conocimientos se pueden desarrollar en los
estudiantes sobre la integral definida en estas condiciones? jQueé tipo de actividades
deben realizar los estudiantes en el aula para desarrollar ese conocimienta? ¢Qué
aspectos se deben enfatizar en un curso sobre la integral definida? jCuales son l0s
conocimientos y habilidades que deben desarrollar los estudiantes sobre la integral
definida?

Car una respuesta a estas preguntas es el problema que deseo abordar en esta tesis y
de este modo analizar la viabilidad de desarrollar conocimiento y comprension del
concepto de integral definida en los estudiantes. La respuesta sera de utilidad para
sustentar una propuesta de actividades de instruccion que permita a los estudiantes



desarrollar conocimientos sobre la integral definida, asi como desarrollar habilidades
matematicas que le permitan utilizarlos para analizar situaciones y resolver problemas.

tanto en el contexto matematico como en otros contextos.

1.3. JUSTIFICACION

Los conceptos y procesos del Calculo Diferencial e Integral, tales como nocion del
cambio, la variacion, la acumulacién, procesos infinitos y la convergencia, son
poderosas herramientas para el analisis, la descripcion y la prediccion de situaciones.

Esto es para generar modelos de situaciones (Cantoral, 1993).

Desarrollar un pensamiento matematico mas estructurado implica transitar desde una
posicion, en donde los conceptos son generados a partir de la experiencia e intuicion,
hacia otra en donde se especifican por definiciones formales y propiedades deducibles

de manera logica.

Pasar del conocimiento elemental a un conocimiento mas formalizado, requiere de la
transformacion de conceptos, de las formas de representarlos, de la introduccién de
nuevas ideas, de nuevas estrategias, de nuevas formas de pensamientos y de técnicas
de trabajo mas eficientes y eficaces.

En la formacion de los ingenieros, los cursos de matematicas deben contribuir a dotar
de herramientas de calculo y desarrollar habilidades matematicas en los estudiantes,
como son por ejemplo: la identificacion de patrones, abstraccion, la generalizacion, la

resolucion de problemas.

La ensefianza de las matematicas debe propiciar que los estudiantes valoren la
potencia y los limites de diferentes métodos, lo que ayudara a evitar la utilizacion a
ciega de metodos y procedimientos. Estos conocimientos no deben presentarse como
un proeducto del pensamiento sino mas bien como un producto de la actividad humana.

La evolucion del concepto de integral definida muestra que hay otros conceptos y
estrategias que permiten la conexion con la realidad y una mejor comprensién de por

qué hacemos todos esos procesos.
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Por todo lo anterior consideramos importante y oportuno elaborar propuestas de
actividades para el aprendizaje de las matematicas, en particular para el Calculo
Diferencial e Integral, que consideren los planteamientos anteriores. Esto es, para que
los estudiantes aprendan con comprension el concepto de integral definida, deben
desarrollar o reconstruir las ideas que condujeron a su creacion. Para ello deben
apoyarse en la resolucion de problemas que involucren esas experiencias en algun
contexto.

Los estudiantes deben involucrarse en un proceso continuo de desarrollo vy
refinamiento de sus formas de pensar, explorando la relacidén entre diversos conceptos,
procesos, estrategias y la propia experiencia.

En este sentido disefar propuestas didacticas que permitan al estudiante desarrollar &l
conocimiento con comprension es importante para:

a. Contribuir al desarrollo personal y social de los estudiantes volviendolo mas seguro
al interactuar con sus compaferos y el maestro, al comunicar sus ideas, estrategias
y resultados durante la resolucién de problemas.

b. Fortalecer las capacidades y habilidades de los estudiantes mediante el desarrollo
de procedimientos, aplicacion de estrategias, elaboracion de conjeturas,
identificacion de patrones durante la resolucion de problemas.

c. Promover la interaccion de los estudiantes con el profesor y de los estudiantes entre
si, a fin de favorecer el desarrollo de procesos y formas de pensar que permiten
seleccionar estrategias y patrones adecuados, predecir y generalizar resultados
durante la resolucién de problemas.

d. Promover un procesamiento activo e interdisciplinaric de la informacién para que los
estudiantes construyan su propio conocimiento a través de la resolucion de
problemas y no se limiten a una simple recepcion pasiva de memorizacion de la

informacion.
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1.4. OBJETIVOS

1.4.1. Objetivo General

El

objetivo de este trabajo de tesis es documentar el disefo,

implementacion, y evaluacién de una secuencia didactica que permita

desarrollar conocimientos y comprension del concepto “Integral Definida” de

forma tal que los estudiantes del nivel medio superior sean capaces de

determinar o aproximar el area de una region del plano limitada por curvas,

de las cuales se conoce su representacion algebraica.

1.4.2. Objetivos Particulares

a.

Analizar la curricula de Calculo Diferencial e Integral para determinar los
objetivos educativos asociados con el tema de integral definida.

Analizar el desarrollo historico del concepto de integral definida para
identificar los problemas que propiciaron la creacién de este
conocimiento, y los conceptos y procesos que fueron utilizados vy
desarrollarlos para solucionarlos.

Analizar diferentes propuestas y concepciones sobre los procesos de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas, en particular sobre Calculo
Integral, con la finalidad de generar criterios para identificar las formas de
trabajo que ayudan a lograr un mejor aprendizaje, identificando las
relacionadas con el papel de los estudiantes, de los profesores, del uso
de recursos y el ambiente de trabajo en el aula.

Disefar, seleccionar y analizar actividades y problemas relacionados con
la Integral definida para identificar los conceptos, las estrategias y
procesos necesarios para darles solucién, asi como las dificultades que
pudieran presentar los estudiantes al solucionarlos; integrando un banco
de problemas potencialmente Utiles para actividades de instruccion.
Aplicar la secuencia de instruccion disefiada con un grupo de estudiantes
y analizar los resultados de acuerdo a los conocimientos desarrollados
por ellos con el propdsitc de valorar su efectividad para alcanzar los
objetivos educativos propuestos.
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1.5. ALCANCES Y LIMITACIONES

Las actividades propuestas en la secuencia didactica disefiada para este trabajo de
tesis fueron pensadas considerando un contexto (Medicidon del area) familiar para los
estudiantes, utilizando elementos que faciliten la comprension (Poligonos regulares,
regiones limitadas por la grafica de funciones potencias) y el desarrollo de los procesos
invalucrados a la hora de realizarlas.

En estas actividades aparecen conceptos basicos (medicion, acotamiento, precision,
estimacion, exhaucion) que se van relacionando entre si y con otros conceptos
(sucesion, sumas, limites), para generar el concepto de integral definida en forma que

sea comprensible para los estudiantes.

Las actividades fueron pensadas para que los estudiantes desarrollen conocimientos
sobre esos conceptos y sean la base de una mayor compresion, generen nuevos

conceptos y para utilizar nuevas y mejores formas de representacion.

Se pretende también, que el estudiante desarrolle una comprension de la importancia y
potencialidad de los conceptos y métodos asociados con la integral definida en el
contexto del calculo de areas.

Este trabajo puede servir como base a otros profesores para que disefien y desarrollen
actividades de instruccion que propicien en los estudiantes la comprension del
concepto de integral definida y los conocimientos matematicos asociados, para

desarrollar nuevas formas de razonar y actuar en los estudiantes.
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CAPITULO 2

MARCO DE TRABAJO

2.1 SOBRE EL CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA Y SU EVOLUCION

El procesc de medicién ha jugado un papel importante en la construccion de muchos
conceptos matematicos. La medicion es un proceso que consiste en comparar un
patron seleccionado con el objeto o fendmeno cuya magnitud fisica se desea medir

para ver cuantas veces el patron esta contenido en esa magnitud.

No siempre se puede llevar a cabo una medicién de forma precisa o directa, por lo que
ha sido necesario desarrollar procesos que puedan conducir a formas mas eficientes,
eficaces e indirectas de medir. Muchos de los procesos para medir magnitudes (no solo
areas y longitudes) en la actualidad se realizan de manera indirecta, y con mucha

precision.

En la evolucidn del conocimiento matematico, cada rama de las matematicas ha sido
desarrollada para abordar una clase de problemas. Una de las principales clases de
problemas que condujercn al desarrollo del calculo fue la determinacion de areas,
volumenes y centros de gravedad de una variedad de figuras.

El problema de medir el area de figuras planas y el volumen de sdlidos se remonta al
tiempo los griegos, basicamente tenian dos métodos para llevar a cabo esta tarea: los

métodos heuristicos y los métodos exhaustivos.

Los metodos heuristicos se basan en la teoria atomista de Democrito (460 A.C. — 370
A C)). que consideraba las lineas, superficies o volumenes formados por un gran
numero (finito) de atomos. Asi, medir la longitud, la superficie y/o el volumen se reducia
a sumar atomos. Democrito utilizé este método para calcular por primera vez el

volumen del cono y de la piramide.
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La geometria elemental nos ha ensefiado que algunas superficies pueden ser divididas
en cuadrados, triangulos o rectangulos para la medicion de su area, sin embargo.
debido a la facilidad con que se puede calcular su area, es comun emplear cuadrados

como patrones de medicion.

Para medir el area de figuras sencillas, principalmente figuras limitadas por segmentos
de linea recta, como triangulos, rectangulos, paralelogramos o figuras que puedan
dividirse en las primeras o combinacion de ellas, las matematicas elementales eran
suficientes. Sin embargo, cuando las curvas o superficies curvas estan invelucradas, la
geometria elemental es “casi” impotente. Ante este reto, hubo la necesidad de
desarrollar nuevas y mejores tecnicas y procesos para medir y calcular las longitudes,

areas, volumenes, y otras magnitudes.

Medir el area de las superficies limitadas por curvas requiere de mejorar la compresion
del significado que tiene para nosotros la expresion “‘comparar con un patrén de
medida”. Esta comprension no solo nos permite preguntamos: ¢ cuantas veces cabe el
patron en la superficie que deseamos medir?, sino también preguntarnos ;cuantos de

estos patrones se requieren como minimo para cubrirla?

Estos esfuerzos permiten de alguna manera proporcionar una estimacion con cierto
grado de precisién en la medida de la magnitud que deseamos medir, al establecer por
acotamiento, valores numericos (cota inferior y cota superior), entre los cuales se
encuentra la medida real de dicha magnitud.

Comprender que los patrones de medicion que mejor se ajustan a las superficies
limitadas por curvas son los que tienen menor medida de magnitud, permite descubrir

que la estimacion hecha por acotamiento puede tener diferentes grados de precision.

Asi pues, la integral definida puede verse como una etapa en el proceso de dar
solucion al problema de determinar el area de superficies. Esto es, para hablar de la
integral definida, debemos conocer los diferentes procesos que podemos utilizar al
obtener el area de superficies. Mas especificamente ¢Como se determina el area de

una superficie?
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Un importante paso, en el procesc de desarrcllar una mejor comprension de la
medicion de las magnitudes fisicas, fue dado por Cavalieri (1596—1647) al desarrollar la

teoria de los “indivisibles” para determinar areas y volimenes.

Esta tecria estudia las magnitudes geométricas descompuestas en un numero infinito
de elementos, o indivisibles, que son los ultimos términos de la descomposicion que se
puede hacer. La medida de las longitudes, de las superficies y de los volumenes se
traduce en la suma de una infinidad de indivisibles.

Pascal (1623-1662) reforzo la teoria de Cavalieri al sustituir los indivisibles por
rectangulos infinitesimales que son el principio del calculo de la integral definida.
aungue sin la nocion rigurosa moderna de paso al limite.

El descubrimiento, por Gottfried Wilhelm Leibniz (1645-1716) e Isaac Newton (1642—
1727), del calculo, del cual utilizamos en la actualidad la acertada simbologia
desarrollada por el primero y la parte conceptual contextuada del segundo, junto con el
descubrimiento de Isaac Barrow (1639-1677) que los procesos para calcular tangentes
y cuadraturas son inversos, resultado que conocemos como teorema fundamental del
calculo integral, permitieron dar un paso gigantesco en la solucion a los problemas de
la medicion de magnitudes fisicas.

Las ideas desarrolladas por pensadores, como Arquimedes y anteriores a él, sirvieron
de base para que otros matematicos, Kepler, Cavalieri, Pascal, Leibniz, Newton,
Barrow. etc_, introdujeran un métode general de aproximar areas curvilineas por figuras
rectilineas y estar cada vez mas cerca del area deseada mediante la mejora de la
aproximacion rectilinea.

El calculo integral fue asentado de forma rigurosa a partir de las nociones de limites
desarrolladas por Cauchy (1789-18327), pero la integral de Cauchy estaba limitada para
funciones continuas en un intervalo cerrado y acotado. Posteriormente Riemann (1826—
1867) definid la integral que lleva su nombre, ampliando la clase de funciones gue son
integrables.
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Este limite, en concordancia con la figura 7, representa el area bajo la curva CD.

Con estos procesos tenemaos entonces dos formas de estimar el area bajo la curva CD
y las estimaciones pueden ser tan proximas al valor real de dicha area como
deseemos, mas aun el area exacta “S" esta siempre acotada entre estas dos

estimaciones, es decir cumple la desigualdad:

lim S, =S < lim §,

U= DD — F—+o0
Esta forma de aproximar un &rea por la suma de areas de rectangulos es
completamente analogo al esquema empleado por los griegos para aproximar el area

de un circulo por poligonos regulares.
Entre las analogias que podemos observar estan:

a. Cada suma 5,, de areas de rectangulos, que aproxima al area exacta bajo la curva
€D, es analoga al area de poligonos regulares que aproximan al area del circulo.
b. En analogia al area del circulo que esta acotada entre el area de poligonos

regulares inscritos y circunscrites, el area bajo la curva €D esta acotada por las
sumas de areas de rectangulos s_ y s_, que configurados como una sola region

son poligonos, uno inscrito y el otro que cubre el area bajo la curva.

Tres estrategias fundamentales que han permitido la evolucion de las formas
rudimentarias de medir el area a las formas modernas son: la estimacion, la acotacion,
dividir una regién plana en otras regiones cuyas areas se pueden calcular mas

facilmente (exhaucion).

2.2.3 Concepto de integral definida y notacion

El estudio de las ideas concebidas por Arquimedes, Cavalieri y otros matematicos, que
construyeron los conceptos de coordenada, funcion y limite, permitieron generar
nuevos sistemas de simbolos propiciaron el desarrollo del sentido algebraico de esas
ideas (Morris Kline, 1992).

Estos sistemas de simbolos contribuyeron a que se desarrollara el concepto de integral

definida en el contexto del calculo de areas, como el limite de una suma, al suponer
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Este resultado muestra la relacion entre la medicion del area y el calculo diferencial y
conduce a uno de los planteamientos que permite la obtencion del método general para

calcular el area de una superficie:

¢,Dada la derivada f(x) de una funcién 4(x), como obtenemos la funcion A(x)?

2.3.1 Segundo teorema fundamental del calculo

Tal funcion 4(x) se llama primitiva de f(x) y con la férmula de Barrow, tambien llamada

‘segundo teorema fundamental del calculo™

[ toas = a0y - ac)

a

El problema de calcular la integral definida se reduce a la obtencién de una primitiva,

constituyendo asi un enlace entre el calculo diferencial e integral.

En resumen el concepto de integral definida desde su origen esta ascciado con
pracedimientos para determinar el area de regiones planas delimitadas por graficas de

funciones o que pueden ser aproximadas por funciones.

Este concepto sintetiza los resultados de ofros procesos que permiten el calculo y la
estimacion del area de superficies que no pueden ser determinadas en forma directa o
precisa por los métodos tradicionales (Férmulas).

La integral definida como procesc para determinar el area de una region invelucra
(Figura 10} la comparacion, la acotacion, la estimacién, la precision, el uso de
propiedades del area y de su significado, implica dar otras interpretaciones al area de
una region de acuerdo con el contexto en el que se interpreta la funcién (Alexandrov et
al. 1985).
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estudiantes valoren la potencia y los limites de diferentes métodos, lo que ayudara a
evitar la utilizacién ciega de métodos y procedimientos, y a disponer de un repertorio
amplic de procedimientos para ser utiizados de manera eficiente y eficaz al abordar

problemas (Flores, 1997).

La integral definida, como concepto matematico, ha sido el resultado de |la abstraccidn
de muchos procesos obtenidos de la experiencia a lo largo de muchos anos. Este
concepto, aunque abstracto, esta relacionado con la realidad tanto en su origen como
en sus aplicaciones, por ello, su comprension no es algo que se logre de la noche a la
mafiana, comprender y aprender &l concepto de integral requiere de la comprension vy
del aprendizaje de los procesos estratégicos que permitieron su desarrollo, asi como la
forma en que se han ido combinando unos con otros hasta obtener su concepcién
moderna. El conocimiento sobre estos procesos permitira que el estudiante disponga
de una amplia gama de formas de hacer los calculos en los que se requiera del
concepto, también podra valorar las diferentes situaciones en las que puede aplicar
este conocimiento vy elegir el proceso que le permita acercarse a la solucion de dicha
situacion, ademas de que podra identificar los procesos claves que permitieron el
desarrolloc general del concepto, mismos que son esenciales a la hora de la

transferencia del conocimiento.

En el nivel superior de educacion, los actuales programas de estudio, los textos, las
evaluaciones, asi como la instruccion en torno al concepto de integral definida no
permiten (y es imposible hacerlo en un curso) que, al aprenderlo, los estudiantes
recorran las principales etapas y procesos por los que ha pasado durante su
construccion, ademas que logren establecer la conexion entre el calculo integral y los
problemas del mundo fisico, asi como una comprensién del concepto que les permita
utilizarlo como una herramienta para abordar otros problemas.

Estas deficiencias y otras que han sido sefaladas por varios investigadores (Orton,
1963; Quezada, 1986; Calvo, 1997, Artigue, 1998; Tall, 2003; etc.), agudizan las
concepciones gue la mayoria de las personas se crean en torno al calculo integral vy las
matematicas en general, como un conocimiento rigide € inmutable con el tiempo. Para
muchos profesores de calculo integral, la integral definida trata solo sobre un proceso
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inverso al de la derivada (dada la derivada de una funcion, obtener la funcion), en el
que deben aprender métodos que facilitan la obtencion de una funcion llamada
primitiva, que cuando la evaluan en sus limites de integracion obtienen el area de la
regién limitada por la grafica de la funcién derivada, etc.. pero nadie entiende por qué
tiene que ser asi. Ademas en muchos cursos se invierte todo el tiempo disponible en
tratar que el alumno aprenda a determinar la funcion primitiva, omitiendo por completo
el tema de las aplicaciones, que los aprendices no ven la necesidad de este
aprendizaje. Basicamente conciben el aprendizaje del calculo integral como una mera
memorizacion de procedimientos y farmulas que permiten calcular una funcién primitiva
pero muy pocos saben que dicha pnmitiva facilita enormemente la medicion del area (y
de otras magnitudes) de regiones limitadas por funcicnes. Mas aun no saben como
praoceder ante situaciones en las que no se conoce una funcion. Skemp (1971) citado
en (Tall, 1991) menciona: los estudiantes aprenden el “producto del pensamiento

matematico” en vez de su “proceso”.

El analisis en la evolucién del concepto de integral definida muestra que hay otros
conceptos y estrategias que permiten la conexién con la realidad y una mejor
comprension de por qué hacemos todos esos procesos. Entre estos conceptos estan la
estimacion de magnitudes (area, volumen, longitud de curva, trabajo, centro de masas,
etc.), el acotamiento, la precision, la estrategia de dividir un todo en partes mas
simples, la exhaucion, la sucesion de sumas, los limites, las derivadas, la forma en que
estos conceptos se relacionan entre si para conducir a un meétodo general de hacer las
mediciones y la relacion que este meéetodo pueda tener con otras areas del
conocimiento. Se debe concebir la integral definida como producto de la actividad
humana, y su enseflanza debe considerar todos los aspectos del pensamiento
matematico, asi como su papel en la sociedad.

Es decir, durante la ensefianza se debe hacer énfasis en aquellos conocimientos que
permitan, al estudiante, el desarrollo de significado de los conceptos, mismos que le
permiten interpretar el resultado en un contexto de la realidad, las estrategias que le
permiten ir combinandoc esos conocimientos, asi como el reconocimiento de los
patrones que le permiten generalizar el concepto de integral definida. Debemos

propiciar la construccién del nuevo conocimiento a partir del conocimiento previo,
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mostrar la forma en que se conecta con la realidad fisica y con otras areas del
conocimiento, y ne sélo mostrar la forma general en que se hace un calculo.

Esta ensefianza debe propiciar, en los estudiantes, el desarrollo de habilidades que les
permitan identificar las situaciones en que pueden aplicar este conocimiento y ser
competentes a la hora de la aplicacion. Esto es, deben poder utilizar con soltura
cualquiera de los procesos y habilidades aprendidos para proponer o dar solucion a
una situacion que requiera del concepto de integral definida.

Asi. una persona que conoce el concepto de integral definida debe saber de la de la
evolucion del concepto desde sus raices hasta sus mas recientes desarrollos, debe
poder identificar las situaciones en que puede aplicar o a las que puede adaptar estos
conocimientos, debe poder moldear este concepto para explicar otros conceptos que
requieran de la integral.

Para dotar a los estudiantes con las herramientas necesarias que seran de utilidad en
su desarrollo personal y en la vida, se deben considerar los dos tipos de objetivos
educativos (Niss, 1982):

a. Los objetivos formativos son todos aquellos objetivos dirigidos a influenciar las

caracteristicas y capacidades generales de los estudiantes.

s Actitudes (Entusiasma por lo que esta aprendiendo).

» Capacidades mentales (Observar, recordar, repetir).

+ Habilidad para realizar actividades (Procesamiento algoritmico).

b. Los objetivos de sustancia son todos aquellos objetivos orientados al equipamiento
del estudiante con aquellas competencias para las cuales la matematica comao tal es
indispensable.

# [Desarrollo de modelos de pensamiento, ademas de estrategias que el
estudiante emplee para resolver situaciones que no se le habian presentado
antes. Para esto debe equipar al estudiante de cuatro competencias: abstraer,

generalizar, descifrar y cifrar mensajes.
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2.4.1 Ensenar y Aprender

La respuesta a la pregunta ¢Qué deben aprender los estudiantes sobre integral
definida? esta relacionada con otras preguntas que debe responder previamente la
persona que ensefia: Lué es aprender? ;,Qué es aprender matematicas? ;Como se
aprenden los conceptos matematicos? ;§Como se describe un concepto matematico?
¢ Como evallas el aprendizaje de los conceptos?

De manera general se acepta que aprender es el proceso por el cual el conocimiento
de un individuo es incrementado o modificado, y que la transferencia es el proceso de
aplicar el conocimiento adquirido a situaciones distintas de aquellas en las que
aprendid (Collins, Greeno y Resnick, 1996). Por ello, podemos decir que: aprender
matematicas es el proceso por el cual el conocimiento matematico de un individuo es
incrementado o modificado, y que transferencia (del conocimientc matematico) es el
proceso de aplicar el conocimiento matematico adquirido a situaciones distintas de
aquellas en las que aprendid.

2.4.2 El aprendizaje de las matematicas desde la perspectiva de Modelos y
Modelacion

El proceso de aprender, de acuerdo con la Perspectiva de Modelos y Modelacién (Lesh
& Doerr, 2003) es un proceso continuo de desarrollo y refinamiento de sistemas
conceptuales o modelos que son utilizados para describir, explicar, comunicar, vy
predecir las situaciones que enfrenta un individuo o una comunidad. Un sistema
conceptual o modelo es, en esta perspectiva, un sistema formado por elementos,
relaciones entre esos elementos, operaciones que describen como interactian esos
elementos, patrones y reglas que se aplican a las relaciones y operaciones. El
aprendizaje se asocia con el desarrollo de modelos, proceso que implica una serie de
ciclos de desarrollo y refinamiento de los sistemas conceptuales. Estos son
caracterizados por las formas de pensamiento que utilizan los estudiantes sobre los
datos, las metas y las posibles formas de solucionar los problemas que plantea la
situacion. Durante estos ciclos los estudiantes utilizan los conocimientos y estrategias

adquiridas previamente para entender la situacion, para plantearse las preguntas
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relevantes, para determinar la informacion que requiere y los pasos a sequir para
responderlas y para evaluar sus resultados.

Los ciclos de modelacion muestran aproximaciones iniciales burdas, dispersas, poco 0
nada estructuradas, las cuales van evolucionando hacia formas mas integradas en la
medida en que el estudiante analiza, discute, comunica sus diferentes aproximaciones
con sus compafieros y con el profesor. Durante el proceso de modelacion los
estudiantes realizan diversas actividades: cuantificar informacion, dimensionar
espacios, ubicar eventos en marcos de referencia, organizar y analizar datos, realizar
calculos, establecer relaciones y funciones matematicas, resclver ecuaciones y aplicar
proacedimientos, desarrollar criterios. El aprendizaje de las matematicas por los
estudiantes se desarrolla en un ambiente social en el que las interacciones
(discusiones, intercambios, negociaciones) dentro de una comunidad para entender y
explicar situaciones, propician el desarrollo de sistemas conceptuales en cada individuo
(v en la comunidad) asociados a cada situacion o grupos de situaciones (Lesh & Doerr,
2003).

El aprendizaje de un concepto no se da en forma aislada, sinc que esta asociada con &l
desarrollo de otros conceptos y procedimientos. Aprender un concepto matematico esta
asociado con las experiencias de los estudiantes. El desarrollo conceptual es un
proceso gradual y contextualizado. Las primeras etapas del desarrollo del conocimiento
de los estudiantes tienden a organizarse alrededor de las experiencias mas que
alrededor de las abstracciones. Esto es, dos conceptos estan relacionados porque se
han utilizado conjuntamente en alguna experiencia de sclucién de problemas. Un
concepto se generaliza en la medida en que se comprende como puede ser ufilizado
para analizar diversas situaciones. El conocimiento se desarrolla a lo largo de una
variedad de dimensiones. concreto — abstracto, simple — complejo, situado —
descontextualizado, especifico — general, interno — externo, intuitive — formal, estable —
Inestable. Los modelos que son mas utiles no siempre son los mas abstractos, los mas
complejos, mas generales y 0 mas formales. Durante las primeras etapas de desarrollo.
los sistemas conceptuales son difusos, graduales, pobremente diferenciados vy
pobremente coordinados, pero gradualmente van siendo mas claros, mejor
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estructurados e integrados con otros conceptos y procedimientos, y sus semejanzas y
diferencias con otros conceptos son claras (Lesh & Doerr, 2003).

2.4.3 Resolucién de problemas y la enseiianza-aprendizaje de las matematicas

Schoenfeld (1985) afirma que aprender matematicas se relaciona con que el estudiante
desarrolle o construya ideas matematicas. Se reconoce que las experiencias de
aprendizaje de los estudiantes se enriquecen cuando trabajan con problemas o tareas
planteadas en contextos familiares y donde tengan la oportunidad de utilizar recursos
que les permitan aplicar las ideas fundamentales de las matematicas en los procesos
de solucién. Asi la resolucién de problemas que involucren distintos contextos es
fundamental para lograr una sélida formacion en la educacion matematica.

De acuerdo con (Santos, 1997) un problema es una tarea o situacion que presenta las

siguientes caracteristicas:

a) La existencia de un interés, es decir, una persona o grupo de personas que desean
encontrar una solucion.

b} La no existencia de una solucion inmediata, es decir, no hay un procedimiento o
regla que garantice la solucion completa de la tarea. Por gjemplo, la aplicacién
directa de un algoritmo o conjunto de reglas no es suficiente para determinar la
solucion.

c) La presencia de diversos caminos o méetodos de solucion (algebraico, geométrico.
numerico, etc) aqui también se considera que el problema pueda tener mas de una
solucion. (Santos, 1997, p. 30)

Santos (2002) justifica la resolucion de problemas con los siguientes argumentos:

a) El estudiante debe tener la oportunidad de problematizar el aprendizaje de una
disciplina.
b) Los métodos de ensefianza aparte de ser instrumentos para adquirir informacién.

también deben estimular la participacion de los aprendices.
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c) En esta estrategia se disefian tareas con las que, al realizarlas, el conocimiento
puede ser desarrollado.

d) El profesor puede delimitar y/o reducir el tiempo destinado al estudio de un tema al
formular tareas para los aprendices, pero se requiere que los estudiantes tomen un
papel activo en la realizacion de las mismas, cuestionando las tareas, buscando

formas de solucion y planteando otras. (Santos, 2002, p. 155)

2.4.31 EIl papel del estudiante y el maestro en la resolucién de problemas

De lo anterior se deriva que la ensefianza debe considerar un papel activo del
estudiante, en un ambiente en el que pueda desarrollar ideas y propuestas al analizar
situaciones, en el que pueda discutir sus aproximaciones con sus comparieros y pueda
desarrollar criterios que le permitan evaluar sus aproximaciones y resultados y la de
sus companeros. Un ambiente en el que el profeser no exponga ideas y procesoes, sino
que ayude a los estudiantes a enfocar sus analisis en los procesos y conceptos que
subyacen en las actividades. Un ambiente en el que los estudiantes puedan desarrollar
conceptos y procedimientos que puedan utilizar en situaciones semejantes, esto es,

que puedan transferir lo aprendido a nuevas situaciones.

2.5 EL USO DE REPRESENTACIONES

El uso de diferentes sistemas de representacion (Duval, 2006a) en el proceso de
aprendizaje permitira a los estudiantes ver la situacion desde otras perspectivas,
resaltando y precisando aspectos que no pueden ser enfatizados utilizando un solo tipo
de representaciones. También elaborar informes escritos para comunicarse con sus
companeros y con el profesor, propiciara que el estudiante utilice sistemas de
representacion para comunicar sus concepciones sobre la situacion vy la reflexion sobre
ellas. Estas representaciones al ser utilizadas en las comunicaciones escritas son una
fuente de informacion valiosa sobre el desarrollo del conocimiento del estudiante. La
interaccion del estudiante con multiples sistemas de representacion se dan en una
variedad de escenarios: cuando confronta su perspectiva con las de otros companeros,
cuando utiliza diferentes instrumentos (tecnologicos, conceptuales) para abordar

aspectos de la situacion.
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2.6 LAEVALUACION

La evaluacién del aprendizaje en esta perspectiva, se deriva de la concepcion del
aprendizaje como un proceso continuo de desarrollo de sistemas conceptuales en
diferentes dimensiones. ¥ de concebir la evaluacién, como un proceso que implica
adquirir informacién sobre metas de conocimiento claramente establecidas,
inspeccionando de cerca, generando descripciones fieles, que proporcionen evidencia
confiable para la toma de decisiones. La actividad de evaluacion del aprendizaje debe
basarse en una amplia variedad de elementos, que sustenten las diferentes
perspectivas en las que se efectua el desarrollo conceptual de los individuos.
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CAPITULO 3

METODOLOGIA

3.1 ELABORACION DE LA PROPUESTA
El disefio de la secuencia didactica se basoé en el analisis de los siguientes aspectos:

Los objetivos educativos del tema.

Conocimiento previo de los estudiantes.

El conocimiento matematico involucrado en estos objetivos.

El tipo de conocimientos y habilidades que deben desarrollar los estudiantes.

A=

Herramientas que apoyan el desarrollo y comprensién de estos conocimientos.

A partir de ellos se obtuvieron criterios que guiaron el disefic y elaboracion de la
secuencia de actividades, la forma de trabajo de los estudiantes, la dinamica de trabajo

en el aula, y la participacién del profesor.

Los criterios anteriores se utilizaron para seleccionar y/o disefiar las actividades de
trabajo que se utilizarian en el aula, asi como para determinar el orden en que se
abordarian. También sirvieron para establecer el ambiente de trabajo en el aula, esto
es para identificar la forma en que los estudiantes abordarian las actividades y la forma

en que &l profesor debia participar en todo el proceso.

La elaboracion de la secuencia de actividades siguid un proceso continuo de disefio y
experimentacion que involucrd la implementacion, en por lo menos dos ocasiones, de
algunas de las actividades seleccionadas. Estas implementaciones sirvieron para
refinar la forma de presentar los enunciados, determinar si las actividades planteadas
eran suficientes para lograr los objetivos planteados, identificar si era necesario hacer
modificaciones en las actividades. La implementacion final se realizé, con estudiantes
de los primeros semestres y de semestres avanzados de las carreras que se ofrecen
en la Division de Ciencias e Ingenieria de la Universidad de Quintana Roo en el afio
2015
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Para evaluar la efectividad de la propuesta, esto es para ver si se lograron los objetivos
planteados, se considerd las respuestas de los estudiantes y del grupo de estudiantes
a todas y cada una de las actividades. En particular las que proporcionaron para un
grupo de actividades finales que Involucraban los conceptos y habilidades
considerados en los objetivos.

A continuacién se describe en qué consiste cada uno de los analisis sefialados al inicio
de este capitulo:

J3.1.1 Objetivos educativos del tema

El objetive asociado al aprendizaje de la integral definida en los programas de estudios
no difiere en mucho al siguiente:

(Que los estudiantes del curso desarrollen conocimiento y comprension del
concepto “integral definida” de forma tal que sean capaces de determinar o
aproximar el area de una region del plano limitada por curvas, de las cuales
conoce su representacion algebraica (Universidad de Quintana Roo, 2001).

El analisis de este objetivo se realizd considerando responder las siguientes preguntas:
écual es el tipo de problemas que deben poder resclver los estudiantes que tienen los
conocimientos y habilidades sefialados en el objetivo? ; Cuales son los conocimientos y
habilidades que deben tener esos estudiantes para poder resolver este tipo de

problemas?
J3.1.2 Conocimientos previos

Tener conciencia de los conocimientos y habilidades que poseen los estudiantes al
abordar un tema es importante porque se puede partir de estos conocimientos vy
habilidades para desarrollar en ellos el nuevo conocimiento. Para identificar los
conocimientos previos que deben tener los estudiantes es necesario revisar la curricula
de matematicas previa al curso de integral definida. Para precisar que los estudiantes
poseen esos conocimientos previos se pueden aplicar algunas actividades que los
demanden. Las primeras actividades de la secuencia pueden servir para este

proposito.
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3.1.3 El conocimiento matematico invelucrado en estos objetivos

Este analisis permite organizar las conclusiones derivadas del analisis de los objetivos
sefialado en 3.1.1 y complementarlas con otros conceptos y habilidades matematicas
que son Utiles para desarrollar los primeros. La base de este analisis esta en observar
la genesis de los conceptos y habilidades matematicas conforme van evolucionando,
con el tiempo los problemas, conceptos y los métodos para resolverlos. Como
resultado se tiene un mapa conceptual (Figura 10) que muestra las relaciones entre los
diferentes conceptos y métodos. El mapa conceptual sera utilizado para sefialar el
camino a seguir en el desarrollo de los conceptos y habilidades.

3.1.4 El tipo de conocimientos y habilidades que deben desarrollar los
estudiantes

La funcion de este analisis es determinar el nivel de profundidad que se debe alcanzar
en la comprensidn de los conceptos y el desarrollo de las habilidades asociadas con el
objetivo. Implica considerar el grado de dificultad en el tipo de problemas que deben
poder resolver y el tipo de situaciones que el estudiante debe poder analizar al final del
tema. El resultado de este analisis es importante para decidir la forma de trabajo en el
aula, predecir dificultades y la forma de actuar del profesor.

3.1.5 Herramientas que apoyan el desarrollo y comprensién de estos
conocimientos

Con este analisis se determinara cuales son los recursos tecnologicos que los
estudiantes pueden emplear para el desarrollo de conocimiento y comprension de l0s
conceptos matematicos que se abordaran en las actividades. Para ello se considerara
el conocimiento matematico involucrado en el disefio de las actividades asi como, el

tipo de conocimiento y habilidades que deben desarrollar los estudiantes.

3.1.6 Seleccion de actividades

Para la seleccion de actividades se eligic un camino, incluyendo el conocimiento
matematico involucrado y partiendo del conocimiento previo de los estudiantes, que
guie esta seleccion y que permita a los estudiantes experimentar los procesos vy

experiencias que vivieron los matematicos que desarrollaron el concepto de integral
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definida. Ademas, de que vieran que el conocimiento previo no €s un conocimiento
aislado sino que es como los ladrillos que se van conectando en una estructura hasta

lograr el desarrollo del concepto.

3.2 BASE PARA DETERMINAR EL ORDEN EN QUE SE REALIZARAN LAS ACTIVIDADES

Para determinar el orden en que los estudiantes realizarian las actividades se
consideré el contexto en que se disefiaron las actividades, el conocimiento previo de
los alumnos, las actividades seleccionadas y la forma en que se relacionan los
conocimientos matematicos involucrados para generar el nuevo conocimiento. Esto es.
se busco qgue el orden en que se realizarian las actividades fuera un orden creciente de
conocimiento, que partiera de los conocimientos previos del estudiante y le permitiera
ver como la relacion entre dos ¢ mas conceptos es la base de nuevos conceptos vy a
medida que se avanza se requiere desarrollar el conocimiento y habilidades asociados

a ellos.

3.3 ¢ CUANTO TIEMPO REQUIEREN PARA REALIZAR LAS ACTIVIDADES?

Se plantea considerar un grupo de actividades distnbuidas en sesiones siguiendo el
orden que establezcamos para realizarlas. Se plantea también que cada sesion debe
durar como maximo 2 horas, tiempo destinado a una sesion regular de clases en la
mayoria de las escuelas. Asi, el nimero de sesiones dependera del tiempo que se

requiere para la resolucion de las actividades seleccionadas.

3.4 CONDICIONES Y ESCENARIO DE IMPLEMENTACION DE LA SECUENCIA

Previc a la implementacion, se invité a un grupo de estudiantes a participar en el
praceso de documentacion de sus formas de pensar y de responder a las cuestiones
planteadas en las actividades. Los aprendices pertenecen a una de las carreras:
Ingenieria en Redes, Ingenieria Ambiental o Ingenieria en Sistema de Energias de la
Universidad de Quintana Roo. Ellos cursaban (Al menos tenian nocicnes de calculo
diferencial del nivel medio superior) o habian cursado la materia de matematicas |l

(Calculo Diferencial e Integral), incluida en el plan de estudio para las carreras de
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Ciencias e Ingenieria de dicha universidad. Sus edades oscilaban entre los 18 y 22
anos. Los estudiantes fueron informados verbalmente sobre el tema de estudio que se
abordaria en las actividades, el propdsito que se perseguia con la realizacién de las
actividades, la forma en que debian responderlas, la confidencialidad de las respuestas
y, sobre todo, se hizo énfasis en que lo mas importante era argumentar sus respuestas,
asi como su forma de pensar y compromiso para leer detenidamente y comprender las
tareas.

3.5 RECOPILACION DE INFORMACION DEL PROCESO (DATOS)

Para llevar a cabo la documentacion de todo el proceso de implementacion, asi como
de la funcionalidad de la secuencia de actividades, fue necesario, en cada sesion,
llevar a cabo una recogida de informacion que permitiera valorar todos los aspectos de
la implementacion de la propuesta didactica en todos los momentos del proceso. La
recopilacion de informacion fue un proceso continuo (NCTM, 2000), que permitid no
solo obtener informacion del aprendizaje de los alumnos, sinc de tode el proceso de
ensefianza, incluyendo la practica docente del profesor, asi como el planteamiento vy
desarrollc de las actividades. La informacion recopilada sirvio como base para
sustentar la wviabilidad de que los estudiantes desarrollaran los conocimientos.
habilidades y una mejor comprension sobre el concepto de integral definida (en el
tiempo destinado para lograrlo), asi como utilizar los conocimientos para analizar
situaciones y resolver problemas, tanto en el contexto matematico como en oftros
contextos. Esto es, debia permitir dar respuesta a la pregunta: ;qué tan viable es que

se cumpla con el objetivo que se persigue con la implementacién de la secuencia®?

3.6 INFORMACION RELEVANTE

La informacidn que puede arrojar informacion sobre el proceso de implementacion de la
secuencia de actividades y que sera relevante para la documentacion se relaciona con
el aprendizaje de los alumnos, el planteamiento y desarrollo de cada sesion, la forma
de trabajar en el aula, asi como la actuacion del profesor y los estudiantes. Por otro
lado, las dificultades detectadas asi como los logros alcanzados por los estudiantes en















El alumno debe realizar, graficamente o analiticamente, |la accidn de
obtener una sucesidn de areas de rectangulos y formar la suma de
términos de esa sucesion de areas (Suma de Riemann) y obtener el

limite de la suma (integral definida).

El alumno debe identificar las dos diferentes formas de representar el
area bajo la curva de una funcidon continua f(x) sobre un intervale de
nimeros reales [a, #]: graficamente como el area sombreada bajo la
curva y analiticamente como el limite de la sucesion de sumas de
Riemann. Ademas, debe relacionar, por medio de la derivada, la funcian

inicial con el resultado cbtenido.

Interiorizacian de las acciones 1 y 2 al realizar un proceso gue implica,
graficamente, dibujar el area que desea determinarse y analiticamente
obtener el limite de |la sucesion de sumas de Riemann que representa la

medicion de dicha area.

3.7 EVALUACION DEL PROCESO

Después de recopilada la informacién, se lleve a cabo un proceso de evaluacion
mediante el analisis y valoracion de la infermacién obtenida a fin de verificar si la
metodeologia fue adecuada y cuales fueron los puntos fuertes, débiles y puntos a
mejorar de esta forma de trabajar, asi como comparar las conclusiones de este analisis
con el objetivo que se pretendia al implementar la secuencia y calificar el grado de
consecucion de esa meta. A partir de este proceso nos daremos cuenta, como
profesores, como ha sido de efectivo presentar el tema mediante esta metodologia vy

qué se puede mejorar y cambiar.
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CAPITULO 4

ANALISIS DE RESULTADOS

En este capitulo se describen los resultados del disefio e implementacion de la

secuencia didactica.

4.1 CRITERIOS DEL DISENO DE LA SECUENCIA DIDACTICA

Como producto del analisis realizado y mencionado en el Capitulo 3 se determind que

la secuencia de actividades debe tener las siguientes caracteristicas:

1.

a)

b)

C)

Para poder alcanzar el objetivo planteado, las actividades deben propiciar que los
estudiantes se aproximaran en forma inductiva al conocimiento. En este sentido las
actividades iniciales deben abordar casos sencillos y avanzar hacia situaciones mas
complejas.

Al final del tema los estudiantes deben poder calcular y estimar el area de una
regién plana limitada por curvas. Esto es, deben poder realizar lo siguiente:
Establecer un limite inferior y uno superior, entre los cuales se encuentra el area de
una region plana acotada, al inscribir y/o circunscribir en ella figuras planas
(triangulo, Cuadrado, Rectangulo, Circulo, etc), cuyas areas saben como
calcularlas.

Generar configuraciones geométricas  (Dividir en triangulos, cuadrados,
Rectangulos, Circulos, etc.), que les permitan acercarse mas al valor real del area.
identificando las cotas inferior y superior entre las que se encuentra el area de la
regicn plana.

|dentificar la configuracion geométrica adecuada (Cuadrados o rectangulos), que
por su forma y simplicidad permite calcular y/o mejorar la aproximacion por
acotamiento de forma sistematica y eficiente. Puede ser el patron a seguir para
calcular o aproximar el area de cualquier region.
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La secuencia debe propiciar que los estudiantes reconozcan la relacion y la
importancia de conceptos tales como planoc coordenado, sucesiones, sumas vy
limites al calcular el area de regiones planas y acotadas.

La secuencia debe llevar a que el estudiante desarrolle una interpretacion de la
. b .. . -
integral | f(x)dx como una representacion del limite de una suma de areas de

rectangulos con bases muy pequefias, y esta suma como el area de una regién
plana dada.

Plantear la integral o integrales definidas que le permiten obtener el valor del area
de la region dada.

Lo anterior se resume en que al final de la secuencia de actividades el estudiante
debe ser capaz de resolver problemas como los siguientes:

Determinar el area de la regién en el primer cuadrante del planc coordenado,
limitada porlacurvay =x* yeleje de las X desdex =0 hastax = a.

Determinar el area de la region en el primer cuadrante del planc coordenado,
limitada porlacurvay = —x* yelejedelas X, desdex =0 hastax = a.

Determinar el area de la region en el primer cuadrante del planc coordenado,
limitada porlacurvay =x%>+ 1 yeleede las X, desdex=0hastax = a.
Determinar el area de la reqidén en el primer cuadrante del plano coordenado,
limitada porlacurvay =x* + 1yelejedelas X, desdex=ahastax=h.
Determinar el area de la reqidén en el primer cuadrante del plano coordenado,
limitada porlacurvay = (x + 1)* + 1 y el gje de las X, desde x = 1 hastax = 3.

. . - . .. 1 %2
Determinar el area de la region del plano limitada por las curvas y = = e v=3

Se asume que los estudiantes tienen conocimientos sobre topicos que tienen
relacion con el conceptoc en estudio, tales como el calculo de area de regiones
planas, el acotamiento, |la estimacion, la precision, el plano coordenado, funciones,
el planteamiento de ecuaciones para determinar los puntos de interseccién de las
graficas de funciones, el concepto de sucesion, situaciones en las que puede

encontrarlas y como determinar el valor limite de una sucesion, las sumatonas,
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acumulacion, situaciones en las que puede encontrarlas y procesos para
calcularlas, el concepto de derivada, razon de cambio, variacion, situaciones en que

se encuentran estos conceptos y procesos para calcularlos.

Este es uno de los criterios basicos del disefio de las actividades, se toma como
base su conocimientoe de los conceptos y procesos asociados a: el darea de figuras
planas diversas vy las estrategias para medirlas, el concepto de funcién, sucesion,

serie, limite, derivada.

Dinamica de trabajo en el aula

Para favorecer que los estudiantes refinen y desarrollen  conocimientos vy
habilidades matematicas que les permitan resolver problemas del tipo sefialado en
los objetivos de la secuencia didactica, el trabajo de los estudiantes en el aula
incluyd actividades de trabajo individual (para que el estudiante reflexione vy
desarrolle sus propias ideas), trabajo en equipos y presentacion al grupo completo
(para que los estudiantes comuniquen sus ideas, evaluen las ideas de sus
compaferos, las refinen y elaboren propuestas conjuntas) (Schoenfeld, 1998; Lesh
et al. 2000).

Para que este ambiente de trabajo sea posible el estudiante debe desarrollar ciertas
actitudes que le facilitaran el aprendizaje, tales como la disposicion de relaciones
sociales con los miembros de su grupo de trabajo, voluntad para escuchar y
considerar la opinion de los demas, y sobre todo, al generar la discusion deben
estar de acuerdo en llevar el debate a un punto de vista racional, sin considerarlo de
manera personal. Se debe también acordar llegar a una finalidad comun: el
aprendizaje.

Por su parte el profesor debe promover un desarrollo de sesidn de aprendizaje en el
que los estudiantes sean protagonistas de su aprendizaje, interactuen, escuchen,
respondan y pregunten sin temor o prejuicio alguno al docente u otros estudiantes,
un desarrollo en el que el estudiante no sea solo un receptor del conocimiento.
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4.2 DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES

Las actividades deben permitir al estudiante utilizar una gran variedad de conceptos y
procesos, explorar ejemplos y contragjemplos para razonar, hacer conjeturas.
establecer relaciones, resclver problemas y comunicar resultados, Apoyarse en
argumentos y pruebas matematicas para determinar la validez de sus resultados.
Convencerse a si mismaos y a los demas de esta validez.

La secuencia de actividades en esta propuesta didactica fue disefiada con el proposito
de que los estudiantes recordaran y utilizaran conceptos como el de medicién,
acotamiento, estimacion, planc coordenado, funcion, grafica de  funcion,
transformaciones en la grafica de una funcién, simetria, sucesiones, limites, series.
Recordaran procesos coma los utilizados para calcular area de poligonos regulares e
irregulares, calcular el limite de una sucesion, calcular el limite de una sumatoria.
Recordaran estrategias como la de dividir un poligono irregular en triangulos, inscribir
poligonos regulares en un circulo, acotar una regién plana general por un rectangulo
subdividido en cuadrados, y para que recordaran todo conocimiento relacionado con la
medicion o calculo del area de regiones planas, va sea de regiones planas limitadas
por lineas rectas como triangulos, cuadrados, rectangulos, poligonos regulares,
poligonos irregulares o de regiones planas limitadas por curvas como circunferencia,
elipse, u otras mas generales y utilizaran estos conocimientos para dar solucién a un
conjunto de actividades (anexo), que les permitirian desarrollar y/o lograr una mejor
comprension del concepto de integral definida.

Las actividades se organizaron en sesicnes de dos horas. La secuencia se disefio para
desarrollarse en cinco sesiones de dos horas cada una. El nimero de actividades
integradas en cada sesion es variable y depende del tiempo estimado por el profesor

para que los estudiantes las realicen.

A continuacion se proporciona una breve descripcion del grupoe de actividades

propuestas en cada sesién y el propodsito que se persigue con su realizacion:
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421 Sesion1

En la primera sesion se incluyen cuatro actividades en las que los estudiantes debian
calcular el area de regiones planas limitadas por lineas rectas, tales como los poligonos
regulares. Este grupo de actividades tiene la funcion de hacer que los estudiantes
recuerden y utilicen conceptos y habilidades relacionados con el calculo del area de
regiones planas, en particular: formulas para el calculo del area de figuras planas
limitadas por lineas rectas ya sean regulares o irregulares y metodos para calcular el
area de regiones acotadas por curvas. Estrategias para abordar problemas (como: “Un
problema dificil o complejo transformarlo en uno © mas problemas simples que se
conoce como resolverlos™). Conceptos como el de convergencia de secuencias y series
cuando se realizan procesos infinitos.

En este sentido se pide calcular el area del hexagono regular, el octagono regular, se
pide generalizar el proceso para un poligono regular con un nimero “n” de lados y esta
generalizacion sirve de base para determinar el area de una de las regiones planas

limitada por curva conocida por los estudiantes: el circulo.

En los poligonos regulares los estudiantes deben emplear la relacion que existe entre
el area, perimetro y apotema ¢ en su defecto |la estrategia de dividir el poligono regular
en triangules para calcular el area y deducir la relacién mencionada. Aprovecharan la
simetria que tienen los poligonos regulares para garantizar que todos los triangulos, en
que quedan divididos, son congruentes, asi como la clasificacion de triangulos vy la
relacidn entre sus angulos interiores para reconocer el tipo de tnangulos en que quedan
divididos los poligonos regulares, el teorema de Pitagoras o razones trigonomeétricas
para determinar las dimensiones de uno de los triangulos y con ello su area. Sefialaran
el proceso a seguir para lograr la generalizacion del area para un poligono regular de
‘n" lados. Reflexionaran sobre la secuencia de numeros que resulta de la
generalizacion al considerar valores crecientes del numere de lados en el poligono
regular, y el comportamiento de esta secuencia de numeros para determinar si es
convergente. Utilizaran la imaginacion para pensar en la transformacién que va
ocurriendo en la sucesion de poligonos regulares al aumentar el numero de lados,

deben reflexionar que el aumentar la cantidad de lados de los poligonos regulares, la
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longitud de los mismos va disminuyendo hasta confundirse con puntos que toman la
forma de curva cerrada. Los estudiantes deberan describir el tipo de curva que se

obtiene en el limite y como se calcula el area de dicha curva.

Esto es, los estudiantes deben desarrollar o perfeccionar el conocimiento en tormo al
calculo del area de regiones planas, limitadas por rectas o por curvas, aprendiendo que
en ocasiones podran dividir la region en ofras figuras simples como triangulos.
cuadrados o rectangulos y en ocasiones puede inscribir o cubrir la regién ya sea con
poligonos regulares o poligonos irregulares para obtener una secuencia de

estimaciones del area.

422 Sesidn2

En la segunda sesion se incluyen cuatro actividades con el objetivo de que los
estudiantes recuerden vy utilicen conceptos como el de medicion, acotamiento,
estimacion, y la transferencia de estrategias para medir y/o calcular el area de una
regién plana limitada por curvas.

Los estudiantes deben observar que el acotamiento y la estrategia de dividir un todo en
partes juegan un papel importante en el proceso de medir y/o calcular €l area de una
region plana limitada por curvas. Este concepto y estrategia combinados se sintetizan
en el concepto de plano coordenado que, aplicado al problema de medir y/o calcular el
area, permiten involucrar conceptos como el de funcién y la grafica de funciones para
acotar el problema a determinar el area de regiones planas limitadas por curvas que
estan descritas por la grafica de una funcion. También deben aprender reconocer
patrones, en la configuracion geométrica de las regiones, mismos que pueden servir
para intrcducir otras herramientas que faciliten la estimacion o calculo del area.
Finalmente deben aprender reconocer los primeros procesos involucrados en el

concepto de integral definida.

Con estas actividades los estudiantes también deben desarrollar o refinar el
conocimiento de la forma sistematica en que se van combinando conceptos, procesos y
estrategias para obtener una forma general de calcular el area de una region. Para

lograrlo se proponen regiones en las que los estudiantes deben ftransferir los
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conocimientos desarrollados en las sesiones antericres y utilizar la estrategia de dividir
un todo en partes para generar estimaciones del area de dichas regiones. Observaran
que dependiendo de los datos disponibles, referente a las regiones, podran obtener
solo estimaciones o ir mas alla hasta obtener secuencias de aproximaciones vy
sumatorias de areas con las que podran calcular el area exacta.

423 Sesiond

En la tercera sesion se incluyen cuatro actividades con el objetive de que los
estudiantes profundicen en el conocimiento del concepto de integral definida, para ello
deben poder escribir la generalizacion de una de las actividades (Actividad 2.4)
presentada en la sesidn 2, en la que aprenderan los cambios que sufren las estrategias
empleadas en las sesiones anteriores y la forma en que se emplean para lograr dicha
generalizacion. Este aprendizaje los conducira necesariamente a requerir de ofras
herramientas que permitan la simplificacion de procesos y analisis de resultados. Para
ello se proponen actividades en la que los estudiantes deben utilizar conceptos muy

particulares involucrados en la integral definida.

424 Sesiond

En la cuarta sesion se incluyen cuatro actividades, disefiadas con el proposito de que
los estudiantes desarrollen y/o refinen sus conocimientos y las habilidades relacionados
con el uso de conceptos, procesos y estrategias para calcular el area de regiones
planas limitadas por la grafica de una funcion. Analicen el cambio que puede
representar para el calculo del area, el uso de las transformaciones: reflexion respecto
al eje de las abscisas, traslacion vertical en una unidad, y traslacion vertical y horizontal
en una unidad aplicado a la grafica de funciones. Identifiqguen como el mismo cobjeto, el
concepto de integral definida, la representacion geométrica del area de una region en el
planc coordenado, limitada por la grafica de una funcion, y la notacion convencional
para dicho concepto. Estas actividades determinan si los estudiantes comprenden el
concepto de integral definida dado que en ellas se incluyen todos los procesos propios
del concepto. Para ello se propone una situacion involucrando la funcion potencia y= £
en la que los estudiantes deben realizar procesos similares a los realizados en
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sesiones anteriores para calcular el area de la region limitada por su grafica en un
intervale dado y posteriormente aplicar las transformaciones a la grafica de la misma.
para describir el cambio que sufre la reqgién plana considerada y como afecta este

cambio al area para finalmente determinar su valor.

425 Sesidnb

En esta sesion se incluyen cuatro actividades, disefiadas con el objetivo de que los
estudiantes generalicen, a cualquier funcion potencia, los resultados obtenidos del area
para los casos particulares abordados en las sesiones anteriores y los relacionen con el
concepto de derivada para deducir la relacion que existe entre ambos. También para
que apliquen los procesos desarrollados a una combinacion lineal de funciocnes vy
deduzcan la relacion (propiedad de la suma para integrales), que existe entre la
cuadratura de la combinacion lineal de funciones y la suma de las cuadraturas de cada
una de las funciones involucradas en dicha combinacién, ademas de utilizar la notacidn
convencional para representar sus observaciocnes. Finalmente, los estudiantes deben
evaluar por si mismos si han comprendido los conceptos y procesos realizados en las
actividades anteriores al aplicarlos a una integral definida expresada en la notacion
convencional, y para evaluarla, deben interpretarla como el area de una region plana

limitada por una curva descrita por la grafica de una funcién en el plana coordenado.

Para esto se proponen situaciones todas relacicnadas con la funcion potencias en las
que los estudiantes deben generalizar la cuadratura de la regién que imita |la grafica de
estas funciones en un intervalo [0, x], posteriormente derivar estas cuadraturas y
comparar los resultados con las funciones potencias correspondientes para deducir la
relacion. También, deben aplicar los procesos de integral definida a una combinacion
lineal de dos de estas funciones potencias para obtener la cuadratura de la region que
su grafica limita en el intervalo [0, x] y comparar el resultado con la suma de la
cuadratura de cada una de las funciones utilizada para deducir la propiedad de la
suma. Finalmente con esta propiedad deben observar que no necesitan realizar todos
los procesos para evaluar la integral definida propuesta dado pueden separarla como
una suma, reconociendo cada sumando al compararlos con las actividades anteriores.
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4.3 ANALISIS Y DESCRIPCION DE RESULTADOS DE IMPLEMENTACION DE LA SECUENCIA
DIDACTICA

La secuencia didactica final que presentamos en este documento (Anexo A) fue
redisefiada a partir de las observaciones derivadas del estudio piloto y se implemento
con un grupo de 10 estudiantes. Para realizar las actividades los estudiantes formaron
pargjas. Y se les pidié escribir con detalle todos los calculos y explicaciones que
realizaran. El analisis de la experiencia se realizdé a partir de la informacién contenida
en los documentos entregados por los estudiantes después de cada actividad, y de las

notas del profesor registradas por €l en su bitacora de trabajo.

4.3.1. Analisis de actividades de la sesion 1

Se comparid con los estudiantes la importancia de realizar las actividades para la
medicion del area en esta secuencia. Se evocaron algunas figuras especiales
(triangulo, cuadrado, rectangulo, circulo) y férmulas que permiten calcular sus areas.
Se habld sobre las figuras planas limitadas por curvas y procesos que recordaban para
llevar a cabo la medicion del area. Sobre como el entendimiento de casos particulares

puede proporcionarnos ideas para obtener un método general de hacer las cosas.

Por su parte los estudiantes respondieron que en el caso del triangulo recordaban que
hay una formula en la que se multiplica base por altura del tnangulo y el resultado se
divide entre dos. En el caso del cuadrado indicaron que solo necesitan saber cuanto
mide uno de sus lados porque el area es lado al cuadrado. Para el rectangulo
mencionaron que se necesita la base y la altura porque el area es el producto de estas
dos. En el caso del circulo dijeron que necesitan el radio del circulo para poder aplicar
la férmula de pi por radio al cuadrado. Cuando se les cuestiond sobre si recordaban
otra figura plana limitada por curva y una férmula que permitiera calcular su area.
algunos de ellos mencionaron la elipse pero dijeron no recordar cual es la formula para

el area.

Después de entregar la lista de actividades, se explicé a los alumnos el contenido de
las mismas asi como el objetivo que se perseguia con su realizacion y también se les
pidio revisar los declaraciones (texto que acompana la actividad) hechas en las mismas
a fin de detectar posibles dudas o impedimentos para su realizacion.



54

Posterior a la revision los alumnos iniciaron con el analisis de las actividades para
determinar la forma en que debian realizarlas.

Actividad 1.1 (Anexo A), con esta actividad se pretendia que los estudiantes
reconocieran el tipo de poligono regular que se les presentd e identificaran el tipo de
figura y su clasificacion (trangulo equilatero), de las regiones que se forman al unir el
centro del poligono con cada uno de sus vertices. También se pretendia que los
estudiantes obtuvieran el area del poligono utilizando alguna formula conocida o la
estrategia de verla como la suma de areas de triangulos. Durante el desarrollo de
solucion de esta situacién algunos conceptos y conocimientos, que les serfan  de
utilidad, debian ser recordados tales como clasificacion de triangulos, simetria,
Teorema de Pitagoras, angulos en el triangulo v propiedades, angulo central, apotema.
perimetro, area de poligonos regulares, area de triangulos, etc.

Todas las parejas pudieron identificar el tipo de figura geométrica (hexagono)
presentada (incisc a, actividad 1.1, sesion 1), asi como el tipo de figura geométrica
(triangulo) en que queda dividido &l poligono regular al unir los vértices del mismo con
el centro C (inciso b, actividad 1.1, sesion 1), pero en este ultimo caso no aportaron
mas elementos que indicaran la clasificacion a la que pertenece dicho triangulo

(equilatero o al menos Isdsceles).

Al analizar los triangulos que se forman en el interior del poligono, las parejas lograron
determinar los angulos interiores solicitados, reconociendo los 3607 de giro alrededor
del punto central ¢ del poligono (Figura 11), y dividiendolos entre el namero de
triangulos que se forman en su interior (incise ¢, Actividad 1.1, sesién 1). Fue hasta
este momento que identificaron la clasificacion, a la cual pertenecen los triangulos.
También lograron, con esta identificacién, determinar las longitudes solicitadas de los
lados del tniangulo (inciso d, Actividad 1.1, sesion 1).
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4.3.2. Analisis de actividades de la sesion 2

Al iniciar la segunda sesion, se pidid a los alumnos formar nuevamente pargja con el
companiero que habian trabajado la sesion 1, después de entregar la lista de
actividades, se explicd a los alumnos el contenido de las misma asi como el objetivo
que se persigue con su realizacion y también se les pidid revisar las declaraciones
(texto que acompafa la actividad} hechas en las mismas a fin de detectar posibles

dudas o impedimentos para su realizacion.

Posterior a la revision los alumnos iniciaron con el analisis de las actividades para
determinar la forma en que debian realizarlas.

Actividad 2.1 (Anexo A) Con esta actividad se pretendia que los estudiantes
recordaran y/o propusieran estrategias que permitan determinar o aproximar el area de
una figura plana general limitada por una curva. Esta actividad es importante porque
cuando el individuo tiene la necesidad de verificar el area de un “predio” irregular,
generalmente no sabe como proceder, con esta actividad puede redescubrir que no
todo en la vida se calcula con formulas, que en algunos casos hay que aplicar el
ingenio. Este ingenio esta ligado a la comprensién de las estrategias y procesos

utilizados para el caso de poligonos regulares e irregulares.

La actividad reveld que la mayoria de los estudiantes desconoce las estrategias que
pueden utilizar para aproximar £l area de una region plana limitada por curvas.
Solamente dos pargjas, de las cinco que participaren, intentaron resolver la situacion
(Pargjas 2 y 3). Uno de los alumnos (alumno 1, Pareja 2) observo que la figura parecia
estar formada por dos circulos (Figura 23), de diferentes tamafios, perc al no contar
con instrumentos de medicion, solo representaron los radios y las operaciones que
debian realizar con ellos para obtener un area.

El otro alumno (alumno 1, pareja 3) coloco la figura sobre una hoja cuadriculada de su
libreta, y con ayuda de su lapiz encerré la figura en un rectangulo y calcé la cuadricula
para este rectangulo (Figura 24), de esta forma expresaron el area en términos de la

cantidad de cuadros que quedarcen dentro de la region.






65

Después de la intervencién de las paregjas 2 y 3, que lograron expresar una idea para
resolver la situacion presentada, el profesor intervino con algunos cuestionamientos
para verificar la comprension del resto de los estudiantes respecto a lo que dijeron sus

companeros.

Profesor: De acuerdo a lo que dijo José Luis, jqué facilité calcular el area del

piso?

Alumno 2 (Pareja 2). Que el piso esta cubierto de baldosas, que tenia forma

rectangular y que contaban con una regla.

Profesor: ¢ El piso debe tener forma rectangular para que podamos aplicar esta
estrategia?

Alumno 1 (Pargja 2): No, José Luis y Walter la usaron para la figura sin ser
rectangulo, pero como dijo José Luis, solo tendremos un valor aproximado.

Profesor: Asi es, esta estrategia puede emplearse independientemente de la
forma que tenga la region plana, ya sea que este limitada por curvas como el
circulo o por lineas rectas como los poligonos regulares e irregulares.

Profesor: ¢ A que se refiere José Luis cuando dijo que solo se puede obtener un
valor aproximado para el area de la figura?

Alumneo 2 {(Pargja 1). A que no se puede calcular bien el area para los cuadritos

cerca de la parte curva.
Profesor: Esta claro para todos.
Alumnos: Siil.

En esta actividad es evidente que las parejas que lograrcn dar una respuesta, estan
transfirendo los conocimientos aprendides en la actividad anterior, al inscribir una

figura geométrica (circulo o poligono irregular), en la regidn para aproximar su area.

Actividad 2.2 (Anexo A), Con esta actividad se pretendia que los estudiantes
emplearan las estrategias de la actividad 2.1, en esta sesion, para que proporcicnen
estimaciones del area de una regién plana limitada por curva y acotada por un

rectangulo subdividido en cuadrados con medidas especificadas.
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Cuando se les cuestiond si conocian alguna formula para calcular el area de la figura
sombreada, todas las parejas respondieron que no conocian ninguna formula (inciso a,
actividad 2.2, sesion 2). En la Figura 25, que es representativa de lo que hicieron los
estudiantes, podemos observar que para responder la segunda cuestion (inciso b,
actividad 2.2, sesion 2), se reconocio que debian emplear el proceso aprendido en la
actividad 2.1 de esta sesion. Los estudiantes proporcionaron las estimaciones pedidas
para el area de la figura (una que fuera menor y la otra mayor), contando cuantos
cuadrados quedaron completamente adentro de la figura para calcular la estimacion
menor y cuantos cuadrados cubrian la figura, quitando aquellos que no la intersectan,

para obtener la estimaciéon mayor.

Nuevamente vemos en este proceso de solucidon la aplicacién, por parte de los
estudiantes, de conocimientos y estrategias aprendidos en las actividades anteriores,
cuando inscriben o cubren con un poligono irregular la region dada para aproximar su
area. Estos poligonos irregulares son evidentes cuando pensamos como una sola
figura a todos los cuadrados que quedaron dentro de la region (poligono inscrito) o a

todos los cuadrados que cubren la region (poligono que cubre).

En esta actividad también queda evidenciado que los estudiantes aprendieron a
calcular estimaciones del area para figuras planas limitadas por curvas, cosa que no
todos sabian hacer en la actividad anterior.
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y al reconocer ciertos patrones en esta representacion, se pudo transformar en otra
situacion representada en forma algebraica.

Actividad 2.4 (Anexc A), el proposito de esta actividad es que los estudiantes
aprendan a reconocer, y comprendan, los pasos a seguir cuando tienen que utilizar el
concepto de integral definida para calcular el area de una figura plana, limitada por la
grafica de una funcién positiva cualquiera f(x) y por el eje de las X. Para ello iniciamos
con una funcién sencilla (funcion identidad), que permita a los estudiantes seguir con

facilidad los procesos involucrados.

Al iniciar la actividad todos los estudiantes presentaron problemas para determinar los
nameros que ayudan a dividir el intervalo (0, 1), sobre el eje de las abscisas, en cuatro
partes iguales, (inciso a, actividad 2.4, sesion 2). Estas dificultades se evidenciaron

cuando algunos de los estudiantes hicieron preguntas como:

Alumno 1 (Pareja 1): Profe,... ¢ Los numeros son iguales a 1f4‘?

Profesor: 4 Por qué consideras que son iguales a 1,’4?

Alumno 1 (Pareja 1). Como estamos dividiendo en cuatro partes iguales

entonces cada una de las partes debe ser 1,’4.

Profesor: Cada una de las partes tiene una longitud de 1}4: pero lo que se pide

es establecer que fraccion de la unidad hay desde el origen hasta cada una de
las marcas que forman la subdivisién.

Alumno 1 (Pareja 1): Entonces la primera marca representa 1,/4 de la unidad, la
segunda es la mitad, o sea 1JX.2_ pero la siguiente, ¢ cuanto representa?
Profesor: Recuerden estamos dividiendo en cuatro partes iguales, ahora,

iniciando desde el origen, la primera marca, ¢cuantas partes de las cuatro

ocupa?
Alumno 1 (Pargja 5). La primera solo una parte, la segunda dos partes y la

tercera tres, .., ¢los numeros serian 1/,, 2/, y 3/, no?
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Con estas aclaraciones, todas las parejas lograron determinar las numeros que ayudan
a dividir el intervalo (0,1) en cuatro partes iguales (Figura 31) y también lograron

comprender que cada una de estas divisiones tienen una longitud de '1,{4_

En este momento los estudiantes aprendieron a crear una particion del intervalo (0, 1),
al dividirlo en cuatro partes de igual longitud. Esta particion esta formada por la
secuencia de numeros: 0, 1,/4_, 2,’4 y 3,"4 y 1, que limitan las cuatro partes de igual
longitud en que queda dividido el intervalo. Cabe mencionar que las partes en que se
divide el intervalo para formar la particion del mismo pueden tener longitudes diferentes
pero en este caso para propdsitos de comprension se trabajd considerando las partes

de igual longitud.

Cuando se les pidid calcular la base vy altura (inciso b, actividad 2.4, sesion2), de los
rectangulos sombreados que se levantan sobre algunas de estas divisicnes del
intervalo, una de las parejas (pareja 4) presento dificultades que se hizo evidente
cuando preguntarcon:

Alumno 2 (Pareja 4): ¢ Como calculamos la altura de los rectangulos?

Pero fueron superadas rapidamente cuando un estudiante de otra pareja

menciono:

Alumno 1 (Pareja 3). Si miras bien la figura, las alturas son los numeros que
calculamos para la divisién del intervalo.

Cuando el profesor preguntd:
Profesor: ¢ por qué consideras que son los mismos?
El alumno respondid:

Alumneo 1 (Pargja 3): Porgue la funcion y = x me dice que el valor que tenga la
“x" es el mismo que tendra la “yv", asi que el valor de “x" en la marca de division

es lo mismo que la altura.
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particion de un intervalo es mas sencillo y sistematico construirlos, obtener sus
medidas y aproximar el area de la region.

Tabla 2. Logros alcanzados por los estudiantes y dificultades enconfradas en la sesion 2.

Parejas Observaciones

5v3 Transfirieron el conocimiento. Proporcionaron estrategias para
y estimar el area de una region plana limitada por curva general.

' Emplearon el acotamiento. Proporcionaron estimaciones del area
para una region plana limitada por curva. Midieron la precision de
sus estimaciones. |dentificaron patrones. Calcularon la suma de
los primeros 100 numeros naturales. Generalizaron la suma de
los primeros “n” numeros naturales para cualquier natural “n”.

1 3v5 Calcularon los numeros que sirven para hacer la particion de un
Y intervalo. Construyeron rectangulos inscritos  al  triangulo.
Determinaron la base y altura de los rectangulos. Calcularon el
area de los rectangulos. Calcularon la suma de area de los
rectangulos. Escribieron que la suma de areas es menor que &l
area del triangulo. Escribieron los primeros pasos para el

concepto de integral definida.

1.4y 5 | Desconocimiento de estrategias.

1,2 3, 4y | Dificultades para la abstraccion y la generalizacion a partir de

5 patrones.

' Dificultades para determinar los numeros gque sirven para
4 construir la particion de un intervalo, Dificultades para determinar
la altura de los rectangulos construidos sobre una particion.

4.3.3. Analisis de actividades de la sesidén 3
En la tercera sesion se pidio a los alumnos formar nuevamente pareja con el

companero que habian trabajado las sesiones anteriores 1y 2. Después de entregar la
lista de actividades, se explicd a los alumnos el contenido de las misma asi como el
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objetivo que se persigue con su realizacion. Se les pidio revisar las declaraciones (texto
que acompafa la actividad) hechas en las mismas a fin de detectar posibles dudas o

Impedimentos para su realizacién.

FPosterior a la revisidn los alumnos iniciaron el analisis de las actividades para
determinar la forma en que debian realizarlas.

Actividad 3.1 (Anexo A), con esta actividad se pretendia que los estudiantes
reconocieran y desarrollaran de forma general el proceso utilizado para calcular el area,
visto en la sesion anterior (actividad 2.4, sesion 2). Esta generalizacion requiere la

introduccion de otros conceptos asi como la integracion de algunos utilizados antes.

Al intentar responder el primer planteamiento de la actividad, las parejas tuvieron
dificultades para obtener los nimeros que permiten dividir, en “n” partes iguales, el
intervalo (0,x), (inciso a, actividad 3.1, sesion 3), estas dificultades fueron

manifestadas cuando hicieron la pregunta:
Alumno 1 (Pareja 2): 4 Cuanto vale la "x"?

Profesor: Si “x" fuera 5 y queremos dividir en 8 partes iguales, ¢qué longitud

tiene cada una de las & partes en que se divide el intervalo de 0 a 57
Alumno 1 (Pareja 2): Seria 5/6.

Profesor: Utilizando la "x” como un numero general en lugar del 5 y se guiere
dividir en “n” partes en lugar de 8, jcual es la longitud de cada una de las
divisiones?

Alumno 2 (Pareja 2): Creo que seria x/n.

Profesor: Partiendo del origen, jcuantas de estas longitudes ocupa la primera
division? ¢ Cuantas la segunda? ;jCuantas la tercera? Etc.

Alumno 1 (Pareja 2). Ya entendi,... , es como la clase pasada pero, ..., si cCupo
dos divisiones §como quedaria el numero? 42+ x/n?

Profesor: Si cada divisién fuera de longitud 3 y tomas dos divisiones jcual seria
la longitud total?

Alumno 1 (Pareja 2): Seria 6.
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En esta actividad podemos observar que cuando se trata de generalizar un proceso
que parecia haber quedado claro para los estudiantes, no siempre |o logran ya que la
mayoria de ellos estan acostumbrados, en el mejor de los casos, a trabajar de forma
numeérica no con simbolos. Sin embargo, al realizarla aprendieron a construir de forma
general la particion de un intervalo, dividiéndolo en “»" partes iguales que les permitio
establecer rectangulos y la construccion de un poligono irregular para aproximar el area
de la region. Lograrcn expresar el area de este poligono irregular como una sumatoria
de numeros que reconocieron después de un proceso de factorizacion, y lograron
establecer el limite de dicha sumatoria al incrementar el numero de partes en que se
divide el intervalo (refinar la particidn). Esto es, los estudiantes finalmente aprendieron
a escribir el proceso de integral definida para determinar el area de la region planteada

en esta actividad.

Actividad 3.2 (Anexc A), tomando como base las necesidades para calcular
sumatorias de las actividades anteriores, en esta actividad se pretendia que los
estudiantes analizaran un ejemplo puramente algebraico que permite obtener la suma
de los primeros =" numeros naturales, y que repitieran un procesoc similar para obtener

otras sumas que involucran potencias de los primeros ‘=" numeros naturales.

Luego de analizar el gjemplo por varios minutos, las parejas, con algo de dificultad,
lograron repetir los primeros pasos del proceso para sumar las potencias 2 de los
primeros “n" ndmero naturales (inciso a, actividad 3. 2, sesidn 3), las dificultades mas

evidentes se revelaron a la hora de simplificar la expresion obtenida.
Alumno 1 (Paregja 2): Profe, jsimplificamos el resultado?
Profesor: Si, traten de factorizarlo.

Alumno 1 (Pargja 2). 5i lo pensé profe ... pero no hay factor coman, dos
términos tienen el factor comun (n+1), ;qué hago con la “n” y el “1” que no tienen

ese factor?
Profesor: Que tal si los agrupan como un solo término.

Fue entonces que lograron reconocer el factor comun (Figura3g) y pudieron escribir el

resultado como producto de factores lineales.
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Escribieron expresiones equivalentes a expresiones expresadas
como producto de factores lineales y regidos bajo la ley de los

grandes numeros.

Dificultades para escribir de forma general la particion de un
1,2, 3, 4y | intervalo, dificultades para obtener el limite de la suma de areas,
5 dificultades para simplificar expresiones, dificultades al trabajar

con la ley de los grandes numeros.

4.3.4. Analisis de actividades de la sesidn 4

Llegados a la sesidn 4 los alumnos reconociercn sus parejas de trabajo, se les entrego
la lista de actividades, posteriormente se explicé el contenido y el objetive de realizar
las actividades. También se les pidio revisar las declaraciones (texto que acomparnia la
actividad) hechas en las mismas a fin de detectar posibles dudas o impedimentos para

sU realizacion.

Actividad 4.1 (Anexo A), Con esta actividad se pretendia, a modo de evaluacién, que
los estudiantes desarrcllaran el concepto de integral definida para calcular el area
limitada por la curva y = t*, y el gje de las abscisas, sobre el intervalo [0,x]. También
se pretende que los estudiantes refuercen el uso de la notacién para representar los
procesos que se van realizando y que les permitiran identificar la expresion general del
proceso a realizar en cualquier otro caso y que llamamos integral definida. Esta
actividad es la que determina si los estudiantes comprendieron y aprendieron el

concepto de integral definida.

Al iniciar con las actividades los alumnos reconociercn que la primera actividad era
parecida a una de las actividades en la sesion anterior (Actividad 3.3 de la sesion 3),
por lo que todas la pargjas lograron, sin dificultad, determinar los numeros que sirven
para hacer la division del intervalo de (0, x) (inciso a, actividad 4.1, sesion 4), esto es,
los estudiantes lograron sin dificultad establecer la particién del intervalo dado, dejando
claro que han comprendido este proceso que habian venido aprendiendo en las

actividades antericres (Figura 43).
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funcion original y la region que limitan, la curva reflejada y el eje de las abscisas, tiene
la misma area que la regién sin reflejar pero afectada por un signo negativo.

Actividad 4.3 (Anexo A), Con esta actividad se pretendia que los estudiantes
continuaran analizando los cambios que ocurren con el area limitada por la grafica de
una funcion y el gje positivo de las abscisas cuando se aplican transformaciones sobre
dicha grafica. En este caso se trataba de una traslacion vertical hacia arriba en la que
ellos debian analizar como este cambio afecta al area.

Todas las parejas lograron dibujar la curva trasladada, pero a la hora de establecer la
funcion que describe esta curva reflejada todas las pargjas presentaron dificultades,
algunas porque no recordaban y otras porgque no habian visto el tema, hubo la
necesidad entonces de hacer una breve presentacién, para todos, del tema (traslacion
vertical y horizontal principalmente), y como cobtener la funcidon de la curva
transformada. Luego de superar estas dificultades los estudiantes lograron determinar

la funcién de la curva trasladada (Figura 47).

Cuando intentaron calcular el area de la region limitada por la curva trasladada y el eje
de las abscisas, los estudiantes observaron que hubo un aumento del area en la parte
inferior por lo que preguntaron:

Alumno 1 (Paregja 2). Profe,..., itenemos que hacer la suma de areas de

rectangulos para esta funcion?

Profesor: Recuerden las estrategias que aplicaron cuando calcularon el area de

poligonos regulares.

Alumno 1 (Pareja 3): Dividimos los poligonos en triangulos, ..., aqui aumento un

rectangulo por abajo.

Alumno 1 (Pargja 2). Entonces podemos sumar el area del rectangulo con el
area sin trasladarla.

Profesor: j,Queda claro para todos?

Alumnos: Siiiil.
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Finalmente derivaron el area obtenida (Figura 52) como una funcidn de “x" logrando
concluir que se obtiene la funcién que utilizaron para hacer los calculos del area (inciso
b, actividad 5.3, sesidn 5).

LIRS N s

M

Figura 51. Respuesta, representativa del grupo,
propuesta por el alumno 1 (Pareja 3) de
Ingenieria en Redes, para la Actividad 5.3 de la
Sesion 5.

Lo anterior exhibe que los estudiantes aprendieron el proceso de integral definida
puesto que lograron desarrollarlo sin dificultades para la suma de funciones
presentadas. También aprendieron que el teorema fundamental del calculo es valido
para una suma de funciones potencias.

Actividad 5.4 (Anexo A), con esta actividad se pretendia evaluar el aprendizaje vy
comprension de los estudiantes, para ello se propone una integral definida en forma de

notacion y deberan obtener el area que representa.

En la Figura 53, representativa de lo que hicieron los estudiantes, podemos observar
que el estudiante (Alumno 1, pareja 1) supo reconocer la notacién convencional de
integral definida, ademas la interpretd y calculé como el area de la region limitada por la
grafica de la funcion dada y el eje de las abscisas desde 0 a 3. También utilizo
propiedades, aprendidas en actividades anteriores, para expresar el area como una
suma de areas de funciones potencias, asi como las cuadraturas deducidas para estas

funciones y evitar reescribir todos los procesos requeridos para la integral definida.

Lo descrito muestra que los estudiantes han comprendido el proceso de integral
definida para estas funciones y tienen idea del proceso a realizar en caso de aplicarlo a

otro tipo de funciones.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1 CONCLUSIONES

De acuerdo a los resultados descritos en el capitulo 4, puedo decir que se logré el
proposito principal de la secuencia didactica: Los estudiantes desarrollaron su
comprensién del concepto de integral definida. Esto se hace evidente a partir de las
respuestas proporcionadas para cada una de las actividades, en particular las que se
presentaron para las dltimas actividades, que muestran la integracion de conceptos vy

métodos.

A partir del analisis de los resultados plasmados por los estudiantes en cada una de las
sesiones, podemos corroborar que la mayoria de ellos lograron comprension vy
apropiacién del concepto de integral definida en el contexto del area. Inicialmente, los
estudiantes mostraron algunas debilidades en cuanto a su conocimiento de procesos
para obtener el area de regiones planas limitadas por curvas, por ejemplo:
desconocimiento de estrategias para obtener el area de regiones limitadas por curva.
(Actividad 1, sesion 2); poca habilidad en el uso de la factorizacion para simplificar las
expresiones obtenidas en las sumatorias (Actividad 3.1 y 3.2, sesion 3); dificultades
para obtener las fracciones del total que representan cada una de las subdivisiones
obtenidas en la particion de un intervalo (Actividad 3.1, sesion 3); dificultades para
obtener la funcién que describe la curva obtenida al aplicar una transformacién a la
grafica de una funcion (Actividad 4.3 y 44 sesion 4). Todas estas debilidades se
fueron corrigiendo durante el procesc de implementacion de la secuencia de manera
que la comprensién y conocimiento de los estudiantes fue cambiando al mismo tiempo
que se fueron apropiando del nuevo conocimiento. En las dltimas actividades podemos
observar que los estudiantes pudieron realizar 105 mismos procesos sin presentar
debilidades.
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En general se puede decir que el actitud de la mayoria de los estudiantes fue positiva,
mostraron disposicion para realizar las actividades, lograron recordar conceptos vy
aprender conceptos que no conocian, asi como utilizar los conocimientos previos vy
estrategias que son importantes para lograr la comprension del concepto de integral
definida, tales como la estimacion del area de regiones planas limitadas por curvas y la
estrategia de inscribir o cubrir una region plana con poligonos regulares o irregulares
para cbtener aproximaciones del area.

En la segunda sesion podemos ver la transferencia del conocimiento previo, calcular el
area de poligonos regulares por medio de inscribir triangulos, cuando algunos
estudiantes inscriben circulos o utilizan una cuadricula para indicar como calcular una
aproximacién del area de una region plana limitada por una curva, en la cual no se
cuenta con medidas y después de compartir sus ideas con los demas estudiantes todos
logran hacerlo para otra region similar en la que cuentan con medidas. Esta
transferencia también podemos observarla cuando construyen rectangules, que en
conjunto pedemos ver como un poligono inscrito en la region o que cubre la region.
para aproximar €l area de regiones planas limitadas por la grafica de una funcion y el
eje de las abscisas.

Es evidente que no se volvieron expertos para calcular sumatorias de cantidades pero
son capaces de plantear y calcular las sumatorias de potencias enteras de los primeros
‘n” numeros naturales, que fueron de utilidad en las actividades posteriores, obteniendo

expresiones para ellas y aprendiendo a simplificarlas.

Podemos observar que, durante su proceso de desarrollo, los estudiantes utilizan
notaciones que son construidas de acuerdo a su entendimiente, y también pueden

desarrollar su habilidad para utilizar las representaciones convencionales.

En cuanto al contenido de las actividades que conforman la secuencia se puede decir
que el uso de un contexto conocido para los estudiantes (medicion del area) les
permitio utilizar sus conocimientos previos, enriquecerlos y tomarlos como base para
generar, comprender y aprender los nuevos conceptos y procesos que fueron
surgiendo durante la realizacion de las actividades. También propicio que los

estudiantes pudieran identificar las relaciones que pueden establecerse entre los
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conceptos y operaciones matematicas involucradas, y a partir de ellas obtener
procedimientos generales para calcular el area de figuras planas limitadas por curvas

(concepto de integral definida).

El orden de las actividades contribuyd para que los estudiantes se aproximaran de
forma inductiva al conocimiento. En este sentido las actividades iniciales abordaron
casos sencillos para generar ciclos de comprension en los estudiantes y permitirles
avanzar hacia situaciones complejas (Lesh & Doerr, 2003). Por ejemplo, se inicio
calculando el area de poligonos regulares hasta lograr la generalizacién y luego se les
planteo la situacion de calcular el area para regiones limitadas por curvas. También se
les planted obtener la sumatona de los primeros numeros naturales, reconociendo
patrones gecmeétricos, y posteriormente debian reconocer patrones algebraicos para
obtener la suma de una potencia de los numeros naturales. Los procesos necesarios
para realizar las actividades también fueron de complejidad creciente, y a medida que
los estudiantes avanzaban fueron requiriendo del apoyo de los conocimientos
abordados en las anteriores.

Unc de los aspectos importantes para que los estudiantes lograran un buen
desempeiio durante la realizacion de las actividades fue el trabajo en un ambiente de
resolucion de problemas. Ya que permitid a cada estudiante enfrentarse con las
diversas situaciones que wvan surgiendo durante el proceso de construccion del
concepto de integral definida. Los estudiantes pudieron observar como a partir de
conocimientos elementales, el usc de estrategias y &l reconocimiento de patrones, se
pueden generar otros conocimientos o refinar los ya existentes.

El trabajo de colaboracién en pargjas vy la discusion en grupo permitié a los estudiantes
describir, explicar, comunicar, validar y argumentar sus procedimientos al momento de
solucionar las situacicnes. Los estudiantes fueron protagonistas de la generacion de su
propio conocimiento. Que los estudiantes repitieran los procesos de una actividad en la
siguiente, aumentando el grado de dificultad en cada repeticién, permitié que valoraran
su propia comprension y el aprendizaje de los mismos asi como el refinamiento en sus

formas de pensar (Lesh & Doerr, 2003).
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Aunqgue no hay evidencia material disponible y dado que la implementacidn estuvo a mi
cargo, puedo decir que el papel del docente fue muy importante para mantener un
ambiente de resclucién de problemas. Durante la implementacion de las actividades el
profesor jugd diferentes papeles. Promovio la participacion activa de los estudiantes vy
la colaboracion para trabajar en parejas y las discusiones de las respuestas en el grupo
completo. Guio el trabajo de los estudiantes mediante la reflexién con preguntas para
despejar sus dudas, expuso temas que los estudiantes habian olvidade o que
desconocian. Promovio que los estudiantes evaluaran sus respuestas, sus argumentos
y formas de trabajo durante el proceso, improvisando las preguntas que permitieran la
reflexion.

5.2 COMENTARIOS

De acuerdo con la perspectiva de modelos y modelacion (Lesh & Doerr, 2003), el
conocimiento matematico, y en general el conocimiento, son sistemas conceptuales
que estan en constante cambio. Esto aplica para el conocimiento que desarrolla una
persona, esto es, el conocimiento de una persona esta en constante cambio de
acuerdo a la interaccidn de esta persona con el medio. Esto aplica para el conocimiento
que desarrollan las personas en las escuelas. El conocimiento matematico que van
desarrollando los estudiantes en los diferentes niveles educativos depende del tipo de
experiencias que tenga. Al inicioc sus conocimientos son aislados y pueden ser
utilizados para abordar situaciones y problemas muy particulares. Conforme avanzan
estos conocimientos deberian ser mas integrados y ser utiles para analizar situaciones
mas complejas. Esto no sucede con los conocimientas relacionados con el concepto de
area. Antes de abordar la integral definida los estudiantes tienen conocimientos
limitados sobre el concepto de area. Solo manejan férmulas para calcular el area de
figuras regulares limitadas por rectas, no han desarrollado estrategias suficientes para
calcular el area de figuras irregulares limitadas por recta, y menos para las figuras

limitadas por curvas.

A partir de esta experiencia observé que hay aspectos relacionados con el concepto de
area que pueden ser ensefados y aprendidos por los estudiantes en los niveles basico

y medic superior. Por ejemplo: calculo del area de figuras irregulares limitadas por
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rectas, de figuras limitadas por rectas y curvas, estrategias para calcular y estimar el
area de figuras limitadas por rectas y curvas.

Desafortunadamente a medida que avanzamos en el nivel educativo estos
conocimientos y estrategias se van rezagando, existiendo periodos en los que no hay
ningun nueveo desarrolle. El tratamiento que se da al calculo integral en el nivel medio
superior enfatiza el uso de formulas para obtener la antiderivada de la funcién, no se
aborda la integral definida como una estrategia y como herramienta para el calculo de

area y volumen.

El nivel de los conocimientos que scobre el area desarrollen los estudiantes en cada
ciclo educativo estaria asociado con el tipo de problemas y de las herramientas

meétodos y estrategias que ellos utilizan para resolverlos.

5.3RECOMENDACIONES

Para usos posteriores de esta secuencia se recomienda que el profesor genere un
ambiente de trabajo diferente al de los profesores tradicionales, un ambiente en el que
sean las ideas de los estudiantes las que construyen el conocimiento, no la
presentacion de los temas por parte del profesor. Un ambiente en el que los
estudiantes se sientan motivados a participar y tengan la oportunidad de expresar
libremente sus formas de pensar e involucrarse con la generacion de su conocimiento.
Es importante que los profesores promuevan la resolucion de problemas en el aula,
dado que es una de las estrategias de ensefianza que permite a los estudiantes
desarrollar sus propias ideas y se ve favorecido cuando el estudiante participa en

colaboracion con otros estudiantes dentro de grupos pequefios de trabajo.

Los profesores deben cambiar la percepcion que los estudiantes tienen de ellos, como
poseedores de todas las verdades y todo el conocimiento. En los estudiantes debe
quedar la vision de que los conocimientos y verdades van surgiendo a partir de resolver
problemas. Que al adaptar los procesos y las soluciones de problemas para resolver
otras situaciones diferentes al problema de donde surgid el conocimiento van refinando

y generando nuevos conocimientos.
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Es recomendable también que los estudiantes trabajen las actividades con lapiz y papel
y una calculadora de bolsillo, como herramienta tecnolégica de apoyo que les permita
simplificar las operaciones y validar sus resultados, de esta forma podran identificar y
comprender la manera en que utilizan sus conocimientos previos y los van combinando
con otros conceptos, procesos y estrategias para generar el nuevo conocimiento. Se
deja a eleccion del usuario de esta secuencia el incluir actividades en las que los
estudiantes trabajen el concepto de integral definida con un ordenador en el que
puedan apreciar la facilidad y menor tiempo con gue se realizan los calculos. En este
caso también se recomienda utilizar funciones de mayor complejidad a las utilizadas en
esta secuencia.

El uso del contexto de area en estas actividades fue motivado por el hecho de que es
uno de los conceptos que los jovenes estudian ampliamente antes de ingresar al nivel
superior, por lo menos mas que cualquier otro contexto desde el que se pueda abordar
el concepto de integral definida. Este trabajo previo facilita a los estudiantes la rapida
comprension de los conceptos, procesos, estrategias y la forma en que se van
combinando para lograr el concepto de integral definida. Con esto no queremos decir
que el uso de esta secuencia deba ser estrictamente basada en ese contexto, al
contrario deben de sentirse libres para utilizar el contexto que consideren adecuado vy

que considere el conocimiento de los estudiantes.

Finalmente en esta secuencia no se incluyeron actividades extras a modo de
evaluacion como ocurre en los cursos tradicionales, en donde al final de un conjunto de
temas (Determinados por el profesor), se les presenta a los estudiantes una lista de
actividades similares a las realizadas en clases y en un tiempo limite los estudiantes
deben realizarlas. En la secuencia, realizar una actividad de la misma implicaba para
los estudiantes haber comprendido la anterior, de lo contrario debian volver sobre sus
pasos hasta lograr la comprension. Esto es, las actividades permitian que los
estudiantes evaluaran por si mismos la comprension y el aprendizaje logrado en su

realizacion. Mo lograr la comprension implicaba regresar a lo realizado para refinarla.

La forma y el orden en que fuercn presentadas las actividades permitieron llevar acabo
ese proceso de recabar informacion para poder emitir un juicio, sin embargo se deja a
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criterio personal de quien haga uso de esta secuencia de actividades el incluir o no
actividades extras con propositos de evaluacion.
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ANEXO A

SESION 1
Analisis de estrategias y procesos utilizados al calcular el area de un poligono regular

con un numero “n" de lados.

Actividad 1.1.
En la siguiente figura suponga que el segmento AC mide 3cm de longitud.

-_I'.

.
A

a. ¢De qué tipo de poligono regular se trata?
b. Siumimos el centro { ¢ ), del poligono con cada uno de sus vertices, ¢qué tipo de

figuras geométricas elementales se forman en el interior del poligono?

Tomemos una de estas figuras en las que ha quedado dividido el poligono inicial,
coloecando siempre como base el lado que corresponde al del poligono, para
responder las preguntas (c) a (f):

¢ Cuanto mide cada uno de sus angulos interiores?

¢ Cuanto mide cada uno de sus lados?

¢ Cuanto mide su altura?

- ® a 0

¢ Cuanto mide su area?

¢ Cuanto mide el area del poligone?

=
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Actividad 1.2.

En

- ® a 0

a.

la siguiente figura suponga que el segmento AC mide 3cm de longitud.

¢ De queé tipo de poligono regular se trata?
Siunimos el centro ( € ), del poligono con cada uno de sus vertices, jqué tipo de

figuras geometricas elementales se forman en el interior del poligono?

Tomemos una de estas figuras en las que ha quedado dividido el poligono inicial,
colecando siempre como base el lado que corresponde al del poligono, para
responder las preguntas (c) a (f):

¢ Cuanto mide cada uno de sus angulos interiores?

¢ Cuanto mide cada uno de sus lados?

¢ Cuanto mide su altura?

¢ Cuanto mide su area?

¢ Cuanto mide el area del poligono?

Actividad 1.3.
En esta actividad suponga que tenemos un poligono regular con “n” lados vy, al igual

que en las actividades anteriores, el segmento AC mide 3cm de longitud.

d.

b.

C.

Siunimos el centro ( € ), del poligono con cada uno de sus vertices, jqué tipo de

figuras geometricas elementales se forman en el interior del poligono?

Tomemos una de estas figuras en las que ha quedado dividido el poligono inicial,
colecando siempre como base el lado que corresponde al del poligono, para
responder las preguntas de (b) a (e):

¢ Cuanto mide el angulo interior opuesto a la base, en funcion del namero de lados
‘n"?

¢ Cuanto mide su base, en funcion del nimero de lados “n™?
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d. ¢Cuanto mide su altura, en funcidén del nimero de lados “n™?
e. ¢Cuanto mide su area en funcion del nimero de lados “n"?

f. ¢ Cuanto mide el area del poligono regular en funcidn del nimero de lados “n™?

Actividad 1.4.
Tomando como base la actividad anterior:

a. Complete el espacio vacio, en la parte inferior de la tabla a continuacidn, con el area
que corresponde al poligono regular cuyo namere de lados aparece en la parte
superior de la misma.

n 6 5 50 100 1000

Area

b. Al aumentar el nimero de lados en el poligono regular, éste se va deformando
hasta transformarse en otra figura. /Cual es la forma final que toma la deformacién
de los poligonos para un numero muy grande (infinito) de lados?

Cc. Sien latabla proponemos valores muy grandes (infinito) de n, jqué ocurre con el
area? Si aumenta indefinidamente, explique ¢Por qué? o si tiene un valor final,

explique jpor que? y, jcual seria su valor final?

SESION 2
Descubriendo o recordando estrategias que permiten aproximar y/o calcular el area de

regiones limitadas por curvas, asi como configuracion de patrones geométricos que

conducen a procesos algebraicos para calcular dichas areas.

Actividad 2.1.
¢ Conoce alguna formula con la que podamos calcular el area de la figura plana que se

muestra a continuacion? Explique jComo podemos calcular el area de esta figura o

qué necesitamos para calcularla?















(k+1)—k*=2k+1

Asignando valores a k desde k = 1 hasta k = n se obtienen las igualdades:

k=1, (2)2 —12=2(1)+1
k=2, (N*-22=2(2)+1
k=3 (4 —3*=2(3)+1
k=mn, (n+1)*—n*=2(n)+1

Sumando los miembros correspondientes de estas igualdades se tiene:
(m+1)°—1*=2(1+2+3+..+n)+n(1)
(Que también se puede escribir como:
m+1)*—m—1=2(1+2+3+...+n)
Factorizando queda:
n+1)(n+1)—-1]=2(1+2+3+...+n)
Finalmente simplificando y dividiendo por 2 queda:

n(n+1)
2

1+2+3+...+n=

a. Escrba un procedimiento similar al descrito en el gjemplo, para calcular la suma:

1% + 22 +3°+...+n° [Sugerencia: utilizar (k + 1)%]
b. Escriba un procedimiento similar al descrito en el gjemplo para calcular la suma:
13 +2% + 3%+, .. +n°  [Sugerencia: utilizar (k + 1)%]

Actividad 3.3.
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a. Complete las siguientes tablas, para determinar el comportamiento de la expresion

an + b, cuando n toma valores “muy grandes” y predecir el comportamiento de dicha
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expresién cuando n toma valores “infinitamente grandes”. Por simplicidad suponga
Quea=2yb=1

Valores "'muy grandes” de n:

n 600 200000 30000000 400000000 50000000000

an+ b

an

Valores “infinitamente grandes” de «:

n 2}(1 EI'IUU 3)(1 D oo 4}{1 {:I'I oo 5}{1 D]UU ooooaT 3)(’1 CI'I HORL LN DI DR LR LR

an+ b

an

b. De acuerdo con estas tablas, jqué conclusiones puede obtener respecto a los
valores de an+ b y an?, ¢50niguales, son parecidos o son diferentes? Explique.

c. De acuerdo con las tablas, /qué tipo de valores debe tomar » para que se cumpla
la igualdad an + b = an?

Actividad 3.4.
Tomando como base |la actividad anterior, en la siguiente tabla complete el espacio en

blanco, en la parte inferior de la misma, con la expresion equivalente a la dada en la
parte superior, cuando » toma valores “infinitamente grandes”

nin+ 1) nn+1)2n+1) 13428 4334 4+t

Expresion
2 B

Exp. Equiv.
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SESION 4
Sumas inferiores, sumas superiores, concepto de integral definida.

Actividad 4.1.
Elaborar un procedimiento similar al realizado en la actividad 1 de la tercera sesion,

para calcular el area limitada por la gréfica de la funcidén v = t%, el eje positivo de las

abscisas, desde ‘t =0 hasta t = x".

a. Determinar los valores de xq, xs, x5, .., x,, Qque sirven para hacer la division del

intervalo (0 : x), como fracciones o partes del numero x.

b. ¢Cuanto mide |la base y altura de cada uno de los rectangulos sombreados, cuyas

hases descansan sobre las divisiones hechas en el incisa anterior?

c. Calcular el area de los rectangulos y la suma de dichas areas.

d. Emplear las ideas de la actividad 3 y 4 en |la sesién 3 para proponer una expresion
equivalente a la suma de areas obtenidas en el inciso anterior y analizar hacia
donde se aproxima cundo “»n" toma valores infinitamente grandes.

e. 5i las bases y alturas de los rectangulos se representan con los simbolos Ax y
flx;), respectivamente, i = 1,2,3, ...,n, con esta notacion, jcomo se representa la

suma de areas y su limite?

MNotacion:
En las siguientes actividades tome como base la funcidon v =t y utilice el simbolo

j:f(rj}dt para representar el area limitada por la curva v = f(t), el eje de las abscisas,

desde 't =0 hasta ¢t = x"

Actividad 4.2.
Si la grafica de la funcian se refleja respecto al eje de las abscisas, ¢cual es la funcion

que describes la curva reflejada? ;Cuanto mide el area limitada por la curva reflejada y
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SESION 5
Integral definida y relacién con el concepto de derivada

Actividad 5.1.
Complete los espacios vacios, en la parte inferior de la tabla que se muestra a

continuacion, con los resultados de areas obtenidas en sesiones anteriores para las
dos primeras funciones de la parte superior, generalizando el resultado para las demas.

Funcion y=t y=t? y=t3 y=t* |- y=t"

Area

Actividad 5.2.
Considere las areas obtenidas, en la tabla de |la actividad 1 de esta sesién, como una

funcion de la variable x ., escribirlas en los espacios superiores de la tabla a
continuacion y en la parte inferior correspondiente escribir el resultado de la derivada
de dichas areas. Compare los resultados con la funcién correspondiente en la tabla
anterior, iqué observa? Con la notacion que se ulilizé en las actividades 2, 3y 4 de la
sesién 4. Como representa su observacion?

Area —

Derivada

Actividad 5.3.
Escriba el proceso de integral definida para calcular el area limitada por la grafica de la

funcion v =t + t*, y el eje de las abscisas, desde t =0 hastat = x.

a. ¢Que relacién hay entre el area obtenida y las areas limitadas por las graficas de
las funciones vy =t e y =t*, sobre el mismo intervalo? Con la notacion que se
utilizo en las actividades 2, 3 y 4 de la sesion 4, jcomo representa esta relacion?

b. ¢5e cumple la observacion hecha en la actividad 2 de esta sesion para la funcién

v =t+t*? jCompruébelol

Actividad 5.4.
Evalde [F(t* +t%)dt.
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