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Resumen

Este documento, es el resultado de una experiencia llevada a cabo con un grupo de
alumnos de primer semestre de colegio de bachilleres del EMSaD Limones, Quintana
Roo. El trabajo se implementd en dos fases. La primera consistié en un diagnostico
cuyo objetivo fue determinar cuéles son las herramientas matematicas que los
estudiantes emplean para resolver problemas de variacion proporcional inversa,
ademas de conocer los errores mas comunes que cometen al abordar este tipo de
tareas. La segunda etapa consistié en realizar acciones didacticas, para apoyarlos a
superar las deficiencias encontradas.

Mediante la fase diagndstica se pudo conocer que los estudiantes muestran poca
habilidad para realizar operaciones con fracciones, y lo que es mas preocupante,
algunos alumnos desconocen el concepto de proporcion. También se encontrd que los
alumnos recurren frecuentemente al uso de estrategias aditivas para tratar de resolver
problemas de proporcionalidad inversa.

La propuesta didactica se disefid considerando los resultados del diagndstico, y
experiencias semejantes, resefiadas en articulos de revistas especializadas. Estas
actividades utilizan situaciones en contextos cercanos a los estudiantes y el trabajo
colaborativo para apoyar el desarrollo de un entendimiento conceptual. También se
favorece el uso de diversas representaciones de un problema, esto contribuye a
mejorar la comprension de los conceptos matematicos.

La propuesta didactica permite a los alumnos identificar y simbolizar patrones, que
subyacen en las diversas actividades realizadas.
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Capitulo 1. Presentacion

El estudio de los procesos de aprendizaje es una tarea compleja; sin embargo,
entender codmo piensan los estudiantes es una tarea fundamental de todo profesor de
matematicas, ya que sin este conocimiento dificiimente podremos estructurar
estrategias y acciones para que los alumnos superen sus dificultades y construyan
nuevos conocimientos.

En este contexto, el presente trabajo tiene entre sus objetivos disefiar e implementar
una propuesta didactica que permita a los estudiantes comprender el concepto de
variacion proporcional inversa. La observacion en el aula, asi como la investigacion
documental se han realizado con el proposito de identificar los principales obstaculos
que enfrentan los estudiantes para comprender relaciones de variacion inversa, y a
partir de esta informacidn disefiar una propuesta de instruccion, asi como acciones
didacticas que puedan ayudar a los estudiantes a superar esas dificultades.

1.1. Antecedentes

La proporcionalidad es un concepto de gran relevancia en la educacion matematica de
todos los niveles escolares, ya que fundamenta una amplia variedad de temas, por
ejemplo al analizar semejanza y escala, tasas, constantes de cambio y graficas de
funciones lineales que pasan por el origen, al realizar conversiones entre unidades de
medida, al transformar fracciones o nimeros decimales en porcentajes (Beckmann,
2004). Ademas, la nocion de proporcionalidad es indispensable para entender muchos
conceptos centrales en diversas areas de matematicas, fisica, quimica, ingenieria,
tales como: semejanza, rapidez, gasto, flujo, variaciones, funciones, derivadas, ley de
proporciones multiples, Ley de Boyle, Ley de Coulomb, Leyes de Newton y muchas
mas.

Sin embargo, a pesar de la relevancia de este concepto, su comprension no es un
proceso sencillo. Algunos investigadores han detectado que los estudiantes muestran
serias dificultades para razonar proporcionalmente (Ben-Chaim, Fitzgerald, Fey,
Benedetto, & Miller, 1998), las cuales persisten incluso hasta el nivel universitario
(Lawton, 1993). Ademas, se ha llegado a estimar que el 90% de los adultos no son
capaces de razonar proporcionalmente (Lamon, 2007).



Al hablar de proporcionalidad, generalmente se hace referencia a la proporcionalidad
directa, la cual es una relacién matematica, de naturaleza multiplicativa, entre dos
variables:x y y, que puede expresarse mediante una funcién lineal de la forma
y = kx, donde k es una constante llamada constante de proporcionalidad. Sin
embargo, existen otros tipos de relaciones multiplicativas entre dos variables x y y,
una de estas relaciones se denomina proporcionalidad inversa, la cual se representa

. ‘s k . . .
mediante una funcion de la forma y = " equivalentemente se dice que dos variables

x Y y son inversamente proporcionales si el producto de éstas es constante, es decir
xy = k.

La proporcionalidad inversa aparece durante el estudio de diversos fendmenos
naturales o sociales, por ejemplo: al relacionar la velocidad de un auto y el tiempo que
tarda en recorrer una distancia dada, al estudiar el equilibrio en palancas o para
modelar el tiempo necesario para llevar a cabo una tarea en término de la cantidad de
trabajadores.

La proporcionalidad inversa se considera un concepto importante para el desarrollo
del pensamiento numérico y algebraico de los estudiantes, de ahi que se encuentre
presente en el curriculo de diversos paises. Por citar un caso, en curriculo de la
educacién basica en China se establece que los estudiantes deben ser capaces de
entender el significado y propiedades de la proporcion, en particular las relaciones
proporcionales directas e inversas e identificar cuando dos cantidades estan
relacionadas proporcionalmente de forma directa o inversa (Cai, 2004).

En México, los documentos oficiales como el plan de estudios DGB/DCA/07-2010 de
Matematicas | de la SEP para el Bachillerato, asi como el Cuadernillo de actividades
de aprendizaje de MATEMATICAS | (Subsecretaria de Educacion Media Superior,
2010), contemplan el estudio de los modelos de variacion directa e inversa. Cabe
destacar que el Unico recurso propuesto para abordar este tema es la técnica
expositiva, la cual desde mi punto de vista resulta insuficiente, sobre todo porque el
tiempo asignado para cumplir la tarea es minimo. Ademas, estas acciones, no
corresponden con la concepcion de aprendizaje que sustenta el documento, que es el
de una perspectiva constructivista del aprendizaje.



La Guia Didactica de Matematicas | (Colegio de Bachilleres del Estado de Quintana
Roo, 2011) sefiala que los estudiantes deben desarrollar conocimientos sobre la
proporcionalidad directa e inversa en un tiempo asignado de 5 sesiones, ahora bien,
del total de sesiones asignadas al bloque, una esta destinada para evaluar lo
aprendido, por lo que todas las actividades deben realizarse en no mas de 4 sesiones.

La guia menciona que el facilitador debe presentar a los alumnos, las tareas que
deben cubrirse en las sesiones asignadas, las cuales consisten en resolver ejercicios
y problemas acerca de tasas, razones, y proporciones. Es importante mencionar que
el tema de variacion inversa se aborda solamente en la Actividad II- 6, con un solo
ejercicio, dado el tiempo que se dispone para desarrollar la totalidad de los temas.

Como se puede observar, se hace necesario elaborar propuestas didacticas
pertinentes y adecuadas a los objetivos cognitivos asumidos en los planes y
programas, que logren desarrollar una comprension de los conceptos y procesos que
los capaciten para solucionar problemas semejantes o incluso mas complejos a los
que estudiaron en el aula.

1.2. Justificacion

El programa de estudios de Matematicas | para Bachillerato (Secretaria de
Eduacacion Publica, 2010) sefiala que los alumnos deben resolver problemas
matematicos argumentado sus resultados mediante procedimientos matematicos, ya
sean aritméticos, algebraicos o geométricos, ademas de analizar las relaciones entre
dos 0 mas variables de un proceso social o natural, para determinar o estimar su
comportamiento e interpretar tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con
simbolos matematicos y cientificos.

En este sentido es importante, elaborar y experimentar propuestas didacticas que
lleven a los estudiantes a desarrollar conocimientos, habilidades y competencias para
la resolucion de problemas, contribuyendo asi con la labor docente, dando un giro al
enfoque tradicional de la ensefianza en el cual el alumno aprende matematicas como
un producto terminado, es decir, formulas o algoritmos.

Contribuciones de este tipo se hacen necesarias dado que el aprendizaje necesita del
razonamiento y el analisis para organizar y conectar los conocimientos previos de
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cada individuo. Cada grupo de estudiantes y cada estudiante plantean caracteristicas
diferentes, algunos necesitan de una representacion visual para comprender a fondo
una problematica, y de esta forma planear una estrategia de solucion. Estas
diferencias plantean a los profesores contar con un repertorio amplio de situaciones
que puedan ser utilizadas en las sesiones de instruccion. Los ejemplos y ejercicios
utilizados, la resefia del modo de utilizacion en el aula y de los resultados obtenidos,
son informacion valiosa para que otros colegas puedan utilizarlos de acuerdo a sus
consideraciones y condiciones particulares. Este contexto es una de las directrices
que me llevan a realizar este trabajo.

1.3. Objetivo

Elaborar una propuesta didactica que permita a los estudiantes desarrollar
conocimientos, habilidades y actitudes relevantes para resolver problemas de
variacion inversa. A través de la resolucion de estos problemas, lograr el desarrollo de
una comprension conceptual mediante trabajo colaborativo, el empleo de diversas
representaciones, asi como la exploracion de varias formas o rutas de solucion.

De manera que al final, los estudiantes puedan explicar, describir situaciones que
involucren cantidades que se relacionan y varian inversa y directamente, y que
puedan resolver problemas del tipo:

Un grupo de jovenes trabaj6 3 horas diarias durante 5 dias, para reforestar
determinada é&rea, si hubieran trabajado una hora menos al dia ¢En
cuantos dias habrian terminado? ;Cuantos dias se requieren si el grupo
tiene la mitad de integrantes? ;Y si el numero de integrantes se duplica? ;Y
si el area se duplica? ¢ Y si el area es la mitad? ;Y si es la tercera parte?

Juan tarda tres dias para cosechar la miel de 5 colmenas, Pedro tarda dos.
Si trabajan juntos ¢En cuanto tiempo cosecharan las 5 colmenas? ¢En
cuanto tiempo cosecharan dos colmenas? ;En cuanto tiempo Juan
cosechara 10 colmenas? ; En cuanto tiempo lo hara Juan?
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1.4. Alcances y limitaciones del proyecto:

El proyecto consiste en la elaboracion de una propuesta didactica que desarrolle las
habilidades de los alumnos para resolver problemas de variacion inversa y promueva
la compresion de este concepto. El alcance de la propuesta es constituirse en una
herramienta que permita al docente entender las formas de razonamiento de un grupo
de bachilleres al resolver este tipo de problemas y proporcionar elementos para que
otros profesores se interesen en el estudio de esta problematica o problematicas
similares.

Dicha propuesta esta disefiada con el sustento de las teorias sobre el aprendizaje
basado en problemas, trabajo colaborativo y el uso de diversas representaciones, se
constituye en una aportacion de estrategias para que en el proceso de aprendizaje de
estos conceptos, los estudiantes puedan resolver las dificultades de aprendizaje
especificas sefialadas anteriormente.

Asimismo, es un instrumento que puede ser Util para analizar el proceso del desarrollo
de la simbolizacion; el cual puede ser refinado y mejorado en estudios posteriores.
Algunas de las limitaciones estan asociadas con el tiempo de clase, el cual restringe la
cantidad y el tipo de problemas que integran la propuesta y los cuales no abarcan de
forma integral la totalidad de las situaciones que favorecen la construccion y
compresion del concepto de proporcionalidad, tanto inversa como directa. Este
analisis puede dar argumentos para sustentar la asignacion de mayor tiempo de clase,
asi como diferentes actividades de aprendizaje.

Otra de las limitaciones de este trabajo se debe a su caracter longitudinal, ya que sélo
analiza la problematica en un momento dado en el tiempo, y no da cuenta de las
sucesivas etapas de desarrollo del pensamiento proporcional, el cual inicia su
gestacion desde la infancia temprana y concluye hasta la adolescencia tardia (Piaget
& Inhelder, 1959).
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1.5. Viabilidad de la Propuesta

Los materiales usados para llevar a cabo la propuesta son econdmicos, e incluso se
puede ser flexible y creativo usando otros materiales para representar las variaciones
entre los datos, estos materiales incluyen: papel, cubos de madera o plastico, incluso
representaciones que muestren secuencias de eventos, como recipientes llenados
paulatinamente con agua. Los problemas son adecuados al nivel bachillerato, dadas
las competencias disciplinares basicas sefialadas en los planes y programas de
estudio.

Es natural que los jovenes se sientan motivados al manejar materiales, de ahi que
aumente la viabilidad de la propuesta, ya que la comodidad que brinda la
manipulacion de objetos concretos les ayuda a sentir confianza en sus conjeturas y
conclusiones, asi como a valorar el uso del lenguaje algebraico para representar un
evento.

Solo se requiere la intervencion del profesor en los momentos en donde los
conocimientos del alumno y su experiencia no le permiten relacionar la informacién,
esta intervencion no implica que el profesor resuelva el problema sino que guie el
sentido de las preguntas que lleven a la solucion

La propuesta es viable pues requiere de inversiones minimas en cuanto a materiales,
para poder implementarla es necesario contar con un minimo de 5 horas durante las
cuales se desarrollara una dinamica, y se resolveran las actividades propuestas, al
final, la hoja de trabajo servira para evaluar el desempefio del alumno.

12



Capitulo 2. Marco Tedrico

Este capitulo esta dividido en dos secciones, en una se exponen los fundamentos
matematicos del trabajo y en otra se caracterizan los elementos teoricos que
sustentan la propuesta didactica. En la primera seccién, ademas de revisar la forma
en que algunos libros de texto definen a las relaciones de variacion proporcional
inversa, se exponen y analizan diversos ejemplos de tareas propuestas en los textos y
otros materiales didacticos, con la finalidad de que los estudiantes desarrollen una
compresion de la proporcionalidad inversa.

21. Conceptos matematicos

La proporcionalidad inversa es una relacion de caracter multiplicativo entre dos
variables x y y. Asi, se dice que x y y son inversamente proporcionales si su producto
xy es constante. En esta seccion se analizara la forma en que diversos textos definen
la proporcionalidad inversa. Por ejemplo, Ibafiez-Carrasco y Garcia-Torres (2009, p.
101) expresan que:

“Una proporcion o variacion inversa tiene como caracteristica principal que si
una de las magnitudes relacionadas aumenta, la otra disminuye y si una
disminuye, la otra aumenta. Ejemplo: La velocidad y el tiempo de recorrido de
una distancia. Matematicamente, decimos que las dos cantidades son
inversamente proporcionales o tienen una variacion inversa si cumple que:

1 k

y=ky=%

Donde k = xy(p. 101)

Observemos que las cantidades velocidad y tiempo guardan una relacion funcional,
esto es, v depende de t. Se puede observar que, si la distancia se mantiene
constante, a mayor velocidad del moévil se requiere menor tiempo para recorrer esa
distancia. La expresion que relaciona estas dos cantidades es:
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d : : , :
v(t) = ;Donde la distancia es siempre la misma, es constante.

Si una magnitud varia inversa y proporcionalmente con otra, entonces la primera es
igual al producto de una constante por el reciproco de la segunda.

Ejemplo:

Donald quiere repartir, en forma inversamente proporcional a su edad, la cantidad
$15,000 entre Hugo, Paco y Luis quienes tienen 15,12 y 10 afios respectivamente.

Solucion:

Diremos que 15,000 =x +y + z,
Donde:
X = $ de Luis, y= $de Paco, z= $ de Hugo

También sabemos que cada uno recibira una cantidad que varia inversamente con su
edad, de ahi que Hugo recibira menos cantidad de dinero que Luis, pero para ser
equitativos definimos que10x = 12y = 15z, o escrito de otra forma:

z
1
15

Parece un tanto sin sentido, pero dividir un entero entre una fraccion nos puede decir
cuéantas veces cabe dicha fraccion en el entero, como dividir 1 entre 0.5, es igual a
decir cuantas monedas de 50 centavos hacen un peso.

Ahora tenemos que dividir 15000 entre una fraccion que represente el tamafio de las
porciones que vamos a repartir, esto se logra sumando las porciones que asignamos
a cada uno:

x+y+z _ 15000 15000
L, L LT a0 T Tas
10 12 15 1800 180
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Para el sobrino Luis:

Sustituyendo y haciendo operaciones:

15000 x
EET
180 10
1 15000
B 15000(5) o _ 15000 (180)_6000
YTTT T s T T 510)
180 180
Para el sobrino Paco
1 15000
_ 15000(;) _ 5 _ 15000 (180)_5000
Y=TTas T e T T a5012)
180 180
Para el sobrino Hugo
1 15000
_ 15000(;) _ s _15000(180)
£T T4 T & T T g5(15)
180 180
A continuacion se expresa otro concepto importante relacionado con la

proporcionalidad inversa, que es la variacion compuesta, la cual aparece en diversos
problemas de los libros de texto.

Diremos que un problema es de proporcionalidad compuesta si intervienen tres 0 mas
magnitudes. Al intervenir mas de dos magnitudes las relaciones proporcionales dos a
dos de las magnitudes pueden ser distintas, es decir, si tenemos las magnitudes A, B
y C, la relacion entre A'y B puede ser directa o inversa y entre B y C puede ocurrir lo
mismo, es decir, se presenta como una combinacién de Proporciones Directas e
Inversas.
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Caso 1. Combinacién de dos proporciones inversas

9 pintores trabajando 8 horas diarias pintan un edificio en 12 dias. ;Cuantos dias
demoraran 18 pintores en pintar el mimo edificio trabajando 6 horas diarias?”

“Solucion:
Numero de Numero de Numero de
pintores horas dias
9 8 12
18 6 X
En forma de proporcidn
1
o _x
18 1
X
9 X
18 12
B 12(9) B
=5 -

Este es el numero de horas que tardarian 18 pintores trabajando 8 horas
diarias. Ahora calculemos cuanto tardaran trabajando 6 horas

Il
RIRr|onIr

o @©

=
[l
o) o]
o\‘a I
[l
(00]

Conclusion: 18 pintores trabajando 6 horas diarias tardan 8 dias en pintar el
mismo edificio.”

'Tomado de Matematicas |, Aritmética y algebra (Ibafiez Carrasco & Garcia Torres , 2009)
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Caso 2. Combinacién de una proporcién directa y una inversa

Nueve trabajadores terminan 20 kayaks en 60 dias, ¢cuantos kayaks pueden
construir 12 trabajadores en 36 dias?

La primera parte es de variacion inversa, es decir: si aumenta el numero de
trabajadores, disminuira la cantidad de tiempo necesaria para terminar una
cantidad dada de trabajo, asi

9_x
12 60

Asi que x, que representa el numero de dias es igual a 45, también puede
verse asi: si son 20 kayaks en 60 dias, entonces 9 trabajadores tardaran 3 dias
en terminar un cayac, si consideramos que la cantidad de trabajadores
aumenta en una tercera parte, entonces el tiempo disminuira en la misma
proporcion: 60%0.75=45.

Una forma mas de encontrar la respuesta, es obteniendo la parte que
corresponde al trabajo elaborado por un trabajador en un dia, con respecto al
total. Para el ejercicio anterior, es una de 540 (o 60x9), luego dividimos esta
cantidad entre el nimero de trabajadores es decir 540/12=45.

La segunda parte es variacion directa, pues si disminuye el tiempo que tienen
los trabajadores para laborar, también disminuird la cantidad de trabajo
realizado, asi que si dividimos 45 dias entre 20 kayaks, tenemos que se realiza
un cayac cada 2.25 dias, luego si son 45-36= nueve dias menos de trabajo, por
tanto 9/2.25 es igual a cuatro kayaks menos, es decir 16 kayaks, 6

20 x
—  entonces x = 16 cayacs

45 36
Por otra parte, en el documento Guia Didactica de Matematicas | del Colegio de
Bachilleres del Estado de Quintana Roo, se ejemplifica el tipo de problemas y

procesos de solucion que se espera que los estudiantes lleven a cabo al abordar el
tema de variacidn proporcional inversa (p. 37).

Si en la construccion de una calle se emplearon 10 obreros y se termino en 20
dias, ¢en cuantos dias hubieran realizado 40 obreros la misma construccion?”
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Solucién:

“Una forma equivocada de resolver este problema es a través de una regla de
tres simple, obsérvese lo siguiente.”

10 obreros emplean 20 dias
40 obreros emplean a nimero de dias

“Por lo que se plantearia la siguiente proporcion de manera equivocada
10 40
20 x
‘Al despejar x, se tiene que x=80 dias, esto implicaria que entre mas obreros

laborando, se llevarian mas dias, lo cual contradice toda ldgica, esto se deriva
ya que la proporcion no es directa sino inversa.”

“Solucién correcta:

Como 10 obreros hacen la obra en 20 dias, entonces 1 obrero la hace en 200
dias, 2 la harian en 100 dias, 4 la hacen en 50 dias, 40 obreros la haria en 5
dias™

El siguiente problema fue tomado del libro Matematicas 1 Algebra en accién de
Joaquin Ruiz Basto, el cual sigue un enfoque por competencias.

“Alimento para aves. Una granja posee comida para alimentar 5400 pollitos
durante 15 dias. Si el total de pollitos aumenta 4%:

a) ¢Cuanto durara el alimento para la nueva poblacion?

b) Halla un modelo predictivo para la duracién del alimento para cualquier
cantidad de pollitos (iguales condiciones de consumo y aumento). Usalo en
otra situacidn similar.” (p. 13).

En el Cuademillo de actividades de aprendizaje de MATEMATICAS | (Subsecretaria
de Educacién Media Superior. Direccidn General del Bachillerato DCA, DSA., 2010),
se encuentra el siguiente problema:

En un rancho hay 1400 vacas y hay alimento para 10 dias, si se compran 600
vacas mas ¢ Cuanto tiempo durara el alimento?

*Este problema también se encuentra en el libro Matematicas 1, Pulido Chiunti& Vélez Castillejos, p. 63, ejemplo 2.12
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Otros ejemplos de problemas de variacion inversa encontrados en libros de nivel
secundaria y bachillerato se muestran en el Anexo A, los problemas propuestos para
cuarto semestre de bachillerato, se estudian como un caso particular de la funcién
racional; algunos ejercicios estan relacionados con temas de fisica como la velocidad,
la ley de Boyle o la ley de gravitacion universal de Newton.

2.2. Aspectos cognitivos y didacticos

Es necesario que los alumnos de bachillerato dominen las representaciones
algebraicas, entre otras cosas porque esto les permitird desarrollar procesos de
abstraccidon y modelizacion. La habilidad para comprender representaciones
algebraicas incluye tener la capacidad de interpretar los simbolos, manipularlos y
utilizarlos para llegar a la solucién de un problema. Este es un proceso complejo,
multiples autores coinciden en que los estudiantes tienen dificultades para
comprender lo que los simbolos literales denotan y como pueden ser tratados en
expresiones matematicas (English & Warren, 1998) (Kieran, Booker, Filloy, Vergnaud,
& Wheeler, 1990) (Ursini, Lozano, & Trigueros , 2000).

Es igualmente complejo definir la estrategia a seguir para lograr que los estudiantes
lleguen a este dominio; sobre todo porque hay una variedad de factores que influyen
en esto; autores como (Fuijii, 2004) proponen la creacion de un puente entre los inicios
del algebra y la aritmética introduciendo el uso de los numeros como cuasi-variables.
Independientemente del camino que se tome para lograr que los alumnos cuenten con
las herramientas necesarias para desenvolverse matematicamente, existen teorias del
aprendizaje que brindan una guia a quienes estan interesados en la ensefianza de la
misma.

Acerca del aprendizaje

Para tratar de superar los obstaculos que impiden el aprendizaje de los estudiantes,
debemos reconocer que la construccion de conocimiento, es un proceso que se
realiza por la necesidad del individuo de adquirir saberes que le permitan interactuar
con la sociedad o modificar el medio en el que se desenvuelve, por ejemplo: aprender
a leer la hora o escribir un libro. Durante el proceso de aprendizaje el individuo
desarrolla sistemas conceptuales que le permiten explicar, describir, comunicar,
pronosticar el comportamiento y evolucion de lo que le rodea a otros individuos.
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Estos sistemas conceptuales estan constituidos por las relaciones entre los
conceptos, sus propiedades y reglas de interaccion, por ejemplo, el sistema
conceptual de un nifio con respecto a lo que sabe acerca del vuelo de las aves. En
este sistema se encuentran relacionados los conceptos de forma, peso, textura, altura
etc., cada uno con sus propiedades y reglas de interaccion entre estos. Dichos
sistemas conceptuales estan en constante transformacion, de acuerdo con las
experiencias de las personas y de la sociedad. (Collins, Greeno, & Resnick, 1996)
(Lesh & Doerr, 2003)

Las experiencias vividas por un individuo se reflejan en los modelos o sistemas
conceptuales que construye e interioriza. Para exteriorizar de alguna forma sus ideas
0 modelos internos, las personas construyen modelos externos, utilizando alguna
forma de representacion, esto lo hacen cuando comunican sus ideas a otras
personas.

Por ejemplo, una persona que desarrollado sus propias teorias acerca del vuelo de las
aves, puede valerse de la comunicacion escrita 0 hablada para representar sus ideas
al respecto. Al hacerlo tiene que adaptar las representaciones propias a
representaciones compartidas o consensuadas con las otras personas, como el
lenguaje algebraico. Durante estos procesos se pueden presentar discrepancias entre
los modelos internos y externos (o representaciones externas) del individuo, que
puede llevar a cambios en ambos modelos.

Cuando las interpretaciones de un modelo externo (o sistema experimentado) son
compartidas, los modelos internos desarrollados por los individuos pueden ser
modificados para acomodarse a las interpretaciones de los otros. En este sentido el
aprendizaje es un proceso que implica una serie de ciclos de entendimiento formados
por experiencias en las cuales los sistemas conceptuales o modelos van siendo
modificados, desde sistemas conceptuales burdos y desarticulados hasta llegar a
modelos mas refinados e integrados. (Lesh & Doerr, 2003)

Las actividades adecuadas para desarrollar aprendizaje en cada ciclo, son aquellas
que permiten que las personas elaboren descripciones, analicen situaciones, permitan
la comunicacion de las ideas, elaboren conjeturas y argumentos, usen diferentes
formas de representacion, y reflexionen sobre las actividades realizadas, elaborando
modelos mas refinados de las situaciones consideradas.
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Una de las ideas fundamentales de la propuesta es el uso de las diversas
representaciones como medio para llegar a una cantidad mayor de estudiantes, asi
como para enriquecer la vision que éstos tienen de un tema. El significado de
representacion en psicologia, es el proceso de modelar situaciones concretas del
mundo real, en conceptos o simbolos abstractos. Asi un problema que puede
representarse de manera algebraica, también puede representarse mediante dibujos,
0 mediante la manipulacion de objetos concretos. Estos aspectos se ven reflejados en
la propuesta.

Una representacion es la descripcion de la relacion entre objetos y simbolos. Se
reconocen cinco representaciones externas, la representacion concreta, la
representacion simbdlica en aritmética, el lenguaje hablado y el pictérico o grafico.
(Lesh, Post, & Behr, 1987) De estas, las tres Ultimas son mas abstractas y se
encuentran a un nivel mas alto entre las representaciones para resolver problemas
matematicos (Hwang, Chen, Dung, & Yang, 2007)

Lesh y Doerr (2003) han disefiado y puesto en practica distintas investigaciones, entre
las que se encuentran algunas que abordan el aprendizaje de la razon y la proporcion.
Estos autores sefialan que los estudiantes deben de enfrentarse a resolver problemas
significativos a través de hacer descripciones simbolicas de las situaciones que se les
presenten en la vida real. Aunado a esto, existen estudios que sefialan que las
habilidades de los alumnos para representar problemas en matematicas, son la llave
para resolverlos exitosamente, (Hwang, Chen, Dung, & Yang, 2007) de forma que en
la medida que un estudiante desarrolle dichas habilidades, lograra en un mediano
plazo, contar con las herramientas necesarias para comprender relaciones funcionales
y sus aplicaciones, dichos temas son parte de su formacién como bachiller y como
universitario.

La propuesta contempla el desarrollo de las diversas habilidades para representar los
problemas de variacion inversa, de forma progresiva y natural (Lesh & Doerr, 2003),
en la que el primer paso es la traslacion de la representacion verbal a la de patrones
numeéricos, luego transformar estos patrones en simbolos matematicos y por ultimo
explicar oralmente la solucién. (Gonzales Mari, y otros, 1990)

Habilidad de representacion hablada. Es la habilidad de trasladar las propiedades
observadas y las relaciones de problemas matematicos en representaciones verbales.
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Habilidad de representacion gréfica. Es la habilidad de trasladar problemas
matematicos en figuras, dibujos o representaciones graficas.

Habilidad de representacion en simbolos aritméticos. Es la habilidad para trasladar
problemas matematicos a férmulas aritméticas.

Cada estudiante tiene diferentes estilos de aprendizaje (Hwang, Chen, Dung, & Yang,
2007), algunos estudiantes prefieren las representaciones visuales o concretas,
mientras otros, prefieren las representaciones simbdlicas o abstractas. Normalmente,
los estudiantes que son buenos resolviendo problemas son aquellos capaces de
traducir sus representaciones verbales en graficos o férmulas. Por otro lado, los
estudiantes con pocas habilidades para resolver problemas siempre tienen dificultad
en traducir y representar dichos problemas. De ahi que es importante desarrollar en
estos estudiantes, las habilidades para representar un problema de distintas formas,
comenzando con las representaciones concretas, (usando objetos) verbales,
mediante el trabajo colaborativo, y otras representaciones mas abstractas, como la
gréfica o la algebraica.

Este desarrollo conceptual es congruente a lo que sefiala Glasersfeld (1995) respecto
a la necesidad de que el sujeto autorregule y construya estructuras conceptuales a
través de la reflexion y abstracciéon. Por ejemplo, los estudiantes, al resolver
problemas no rutinarios en un ambiente de trabajo colaborativo, confrontan sus
propias representaciones con las de otros, construyen nuevas representaciones para
contestar las preguntas planteadas. Los problemas no son resueltos por recuperacion
de datos, o por un aprendizaje automatico de respuestas correctas.

El aprendizaje basado en problemas es uno de los paradigmas constructivistas en el
que el trabajo personal como en equipo provee al alumno de un ambiente para la
construccion de conocimientos, pues mediante esta estrategia, el estudiante usara
diferentes métodos para indagar, preguntar, comunicar, analizar, buscar respuestas,
justificar y argumentar conjeturas (Freudenthal, 1968) (Schoenfeld, 1992).
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Capitulo 3. Metodologia.

El proceso de elaboracion de la propuesta didactica, siguio las siguientes etapas:

e Investigacion documental

o Fase diagndstica

» Seleccion de las actividades de instruccion
« Organizacion de las actividades

o Elaboracion de la propuesta.

o Aplicacion de la propuesta

La investigacion documental consistio en la busqueda y analisis de documentos en
libros, articulos de revistas especializadas, paginas de internet, que abordaran
experiencias y resultados de investigaciones sobre el aprendizaje y ensefianza de la
variacion inversa.

La fase diagnostica consistio en la compilacion y aplicacién de problemas de variacion
inversa, que permitiera observar los conocimientos de los alumnos y las dificultades
conceptuales y operativas de los estudiantes al abordar estos problemas. Este
instrumento de diagnostico consistié de tres problemas y se aplicd previamente a un
grupo de 18 estudiantes en el ciclo de invierno de 2010. Los resultados del
diagndstico, se organizaron y analizaron para identificar los conocimientos y
dificultades de los alumnos.

Los resultados de las etapas anteriores sirvieron para la seleccion y organizacion de
las actividades de instruccidn, que integran la propuesta.

La seleccion de las actividades se realizd considerando que estas pudieran ser:
manipulables fisicamente por los alumnos, se pudieran representar de diversas
formas, en diversas situaciones, en contextos no matematicos y cercanos a los
estudiantes.

La organizacion de las actividades en el aula, contempla el trabajo en equipo en las
primeras sesiones, con el propdsito de propiciar la reflexion y la discusion de las
interpretaciones e ideas. Posteriormente se propone que los estudiantes desarrollen
las actividades de la hoja de trabajo, y respondan individualmente a las preguntas.
Estas Ultimas buscan reafirmar las ideas y corregir desviaciones mediante el analisis.
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3.1.  Fase diagndstica

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en la prueba de diagnéstico
aplicada en el aula. El proposito fue identificar los principales obstaculos que
enfrentan los estudiantes para comprender relaciones de variacion inversa, y a partir
de esta informacion disefiar una propuesta de instruccion.

Prueba escrita

La fase diagnostica se llevé a cabo mediante una prueba escrita consistente en tres
problemas. Estos problemas fueron resueltos por estudiantes de primer semestre de
Colegio de Bachilleres. Los problemas incluidos en la prueba fueron:

Resuelve los siguientes problemas.

1. Un automavil que viaja a 30 km/h de velocidad, tarda 8 1/4 horas en ir de una
ciudad a otra, ; Cuanto menos hubiera tardado si la velocidad hubiera sido el
triple?

2. 9 hombres pueden hacer una obra en 5 dias ¢ Cuantos hombres harian la obra
en un dia?

3. Una llave de agua llena un tinaco en dos horas y otra llave en tres horas. Las
dos llaves juntas ¢ En cuanto tiempo llenan el tinaco?

Esta fase se llevd a cabo el 12/11/10, entre las 11 y 12 del dia. Se explicd a los
estudiantes el propdsito de este ejercicio. El grupo al que se le aplicé la prueba es un
grupo pequefio y heterogéneo, la gran mayoria de los integrantes son participativos y
entusiastas. La solucion de los problemas les llevo entre 15 y 40 minutos.

La siguiente tabla muestra un resumen de la informacidn sobre las respuestas que
dieron los estudiantes al abordar la prueba diagnostica.
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Tabla 1. Respuestas a los problemas de la prueba diagndstica

1.”Un automovil...”

2.”9 hombres....."

3.”una llave de agua...”

Triplicd la velocidad

Elaboré una tabla de
dobles-mitades

Divide 3 horas entre 2

9-5
18-2.5
Seis alumnos Elabora una tabla Elabord una tabla
contestaron: 9-5 Llaves --- tinacos
18-4 1 2 1
Dividio el tiempo (8 7.3 5 3 W
%hr) entre 3 36-2 Juntas 25 1%
45-1

Dividid 30 Km entre el
tiempo y luego

multiplica por 3

Multiplic6 9 x 5

Suma 2+3=5

Cuatro alumnos
contestaron:

Dividié el triple de la
velocidad entre 8 %hr

Divide 9/5

Elabora una tabla
1 llave-2 horas
2 llaves 3 horas

Dos alumnos

Calcularon la distancia
recorrida

Sumad 9+9+9+9+9=45

Suma 2+3 y divide entre 2

Tres alumnos
Elaboraron una tabla
como la siguiente:
8.25-30Km
4.125-60Km
2.06-90km

Elaboré una tabla
1-13

2-12

3-11

4-10

5-9

6-8

7-7

Caso unico: Solicité el volumen
para calcular gasto (litros/min)

ejemplo:

50/ en 2 hrs 50/en 3 hrs
0.4/ x min 0.27 /x min
Posteriormente suma estas

cantidades. 0.41+0.27=0.67
Luego divide 50 entre 0.67

Elabora una tabla como
la siguiente
30km 8.15

Elabora una tabla como
la siguiente
9-5
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90km 2.71 18-2.5
120 km 0.9hrs 24-1.5
45-1

Multiplica (8 %hr) por3 | Elevd 9 a la quinta
potencia

Elaboré una tabla
9-1

18-2

23-3

36-4

45-5

Dificultades encontradas.

Cada problema al que nos enfrentamos tiene un conjunto de variables, algunas veces
tenemos herramientas de las cuales echar mano, puntos de apoyo donde anclar
nuestras conjeturas, a veces no. Es aqui donde se observan las estrategias que los
alumnos utilizan para resolver este tipo de problemas.

Sabemos que los alumnos reciben informacién sobre variaciones durante su estadia
en secundaria, veremos como algunos de ellos tratan de usar esas herramientas,
algunas veces infructuosamente, ya sea por inexperiencia 0 como veremos a
continuacion en algunos casos, por que hay deficiencias mas profundas.

El problema -“‘Una llave de agua llena un tinaco en dos horas y oftra llave en tres
horas. Las dos llaves juntas ;En cuanto tiempo llenan el tinaco?” suele crear
verdadera confusion entre los alumnos, muchos contestaron que el tinaco se llenaria
en 5 horas, y en el mejor de los casos algunos promediaron.

Durante la aplicacion de los problemas, se realizaron algunas preguntas en voz alta
como: “¢,Si uso dos llaves de agua para llenar un tinaco, tardo mas o tardo menos que
si usara s6lo una?” Algunos contestaron con un —‘pues menos’™. Pero aun asi,
muchos jovenes conservaron su respuesta de 5 horas como si este comentario
hubiera sido un evento poco util, lo que indica claramente que a pesar de haber
confrontado su aritmética con su légica, deciden ofrecer una respuesta “calculada”
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mas no razonada. Dichas acciones indican un desconocimiento del significado de las
operaciones.

Que el alumno confronte su respuesta logica con la calculada, es una herramienta de
analisis Util para encontrar la solucién, de ahi que la propuesta didactica debe incluir
preguntas que promuevan dicha confrontacion, por ejemplo:

-¢ Cual llave vierte mas agua en el mismo intervalo de tiempo?

-¢ Si ambas estan abiertas una hora? ;Cual de ellas verti6 mas agua? ;Cuanta agua
vertié cada una?

-Si suponemos que el tinaco tiene un volumen de 750 litros. ;Cuanta agua vierte en
cada hora cada llave?

Por otro lado, si no se tiene idea de lo que significa el gasto (por ejemplo: metros
cubicos / segundo), puede que se tenga una idea errénea acerca de la rapidez con la
que se llena algo. Probablemente algunos estudiantes consideren el tiempo como una
medida del gasto y por tanto tiene logica para ellos que éste sea mayor. Finalmente
son mas litros, luego, mas tiempo.

Si como estudiantes pensamos que: al final estamos uniendo los litros agua que han
salido de una llave con los que han salido de la otra-, dificimente abandonaremos la
idea de que el problema se resuelve sumando los Unicos datos disponibles.

Este fendbmeno no es exclusivo de los bachilleres, el Dr Harvey Mellar del “The
London Knowledge Lab” ha estudiado como se encuentran estudiantes de niveles
superiores al trabajar con problemas de proporcionalidad; encontré que muchos de
sus sujetos recurrieron a la suma, de manera incorrecta, como una estrategia que les
permitiera llegar a una solucion.3Karplus también enfatiza como error predominante, el
uso incorrecto de la suma en los métodos de solucion de los estudiantes.

Error comun: resolver el problema con el algoritmo de variacién directa.

Durante el desarrollo de las habilidades para resolver problemas, en particular las que
implican fenémenos de variacion, algunos alumnos siguen el algoritmo de variacion

*http://www.matedu.cinvestav.mx/~maestriaedu/docs/asig3/Tratamiento%20de%20los%20conceptos_FRui
z.pdf
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directa, finalmente se tienen tres datos que varian; luego, automaticamente organizan
los datos disponibles para luego multiplicar y dividir, pasando por alto el anélisis del
problema, es decir, como en los casos anteriores, no existe conexidn entre los objetos
concretos, sus relaciones y su representacion simbdlica.

Los alumnos de bachillerato deben tener la capacidad de analizar como se asocian
dos grupos de datos que varian de forma inversa, es decir, deben identificar que
cuando una de las variables aumenta, la otra disminuye. Deben comprender el sentido
que tiene el dividir una cantidad entre ofra, ya que de esta forma seguiran
objetivamente una secuencia légica en sus calculos.

Tablas de mitades.

Otro tipo de respuestas comunes y que llevan a los alumnos a cometer errores, es
elaborar tablas de mitades de forma incorrecta. Por ejemplo, para resolver el
problema: “Un automdvil que viaja a 30 km/h de velocidad, tarda 8 1/4 horas en ir de
una ciudad a otra, ¢Cuanto menos hubiera tardado si la velocidad hubiera sido el
triple?”, algunos alumnos contestaron elaborando una tabla como esta:

8.25 - 30 Km
4.125-60Km
2.06-90km

Obsérvese que es una herramienta Util cuando se usa apropiadamente, efectivamente
el alumno calcula la mitad del tiempo para después duplicar la distancia, excepto en la
ultima fila, en esta légica la tabla deberia ser:

8.25 - 30 km
4.25 - 60 km
2.06 - 120 km

En el caso anterior, al duplicar las velocidades, el alumno ajusta su respuesta a 90 en
vez de calcular el doble de 60, creo que esto Ultimo se puede deber a que en el
momento de calcular el doble de 60, encuentra que 120 no se parece en absoluto al
triple de 30, y entonces “ajusta”, en vez de notar que 2.06 no es la respuesta.
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Casos similares se observan en las respuestas de distintos problemas por ejemplo:
para resolver el problema:*9 hombres pueden hacer una obra en 5 dias ¢Cuantos
hombres harian la obra en un dia?” Uno de nuestros alumnos elabor la tabla de la
izquierda:

9 5 9 5
18 4 18 2.5
27 3 27 1.6
36 2 36 1.25
45 1 45 1

En ambos casos se llega a la respuesta correcta pero la tabla que se encuentra a la
izquierda esta mal proporcionada, el alumno sabia que el numero de dias disminuiria,
asi que completa la regresion usando enteros, los numeros enteros son
particularmente seductores para los alumnos, generalmente los asocian con
respuestas, probablemente porque desde que se comienza la formacion en la
primaria siempre se trabaja con enteros.

En total, de nueve tablas que se usaron como herramienta para solucionar el
problema, solo dos se construyeron adecuadamente. La tabla de mitades es una
herramienta Util para resolver problemas, siempre y cuando estén correctamente
elaboradas. Una forma de asegurar esto, es mostrar al alumno que es posible también
una tabla de terceras o quintas partes.

El problema entonces, es que no existen conexiones entre la informacion que tiene el
alumno acerca de fraccionar o de la fraccién como una representacion de la parte con
respecto a un todo y su utilidad para resolver problemas de variacion inversa.

Algunos autores coinciden en que los estudiantes tienen dificultades para comprender
lo que los simbolos literales denotan y como pueden ser tratados en expresiones
matematicas. Asi lo publicaron (Gomez Otero & Dolores Flores, 2007) en “La nocion
de variable. Estado del arte”.

En resumen, la secuencia didactica debe contemplar los siguientes aspectos.

v" Los alumnos deben entender los conceptos de rapidez, gasto, flujo, costo, etc.
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v’ Entender el cambio y representarlo numéricamente. Por ejemplo: distancia
recorrida en un tiempo dado, Flujo o gasto: a mayor flujo menos tiempo de
llenado. Entre mas trabajadores menos tiempo en realizar una obra. Entre mas
comensales menos duran las provisiones.

v Comparar procesos: ¢Quién requiere mas tiempo? ;Quién requiere mas
combustible?; Mas dinero?

v" Usar lenguaje algebraico para representar las relaciones entre las variables.

3.2. Criterios para la seleccion y organizacion de actividades de instruccion.

Las actividades tienen el proposito de acercar a los estudiantes al estudio de la
variacion inversa en un ambiente relajado donde todos pueden interactuar con
materiales, realizar mediciones y compartir puntos de vista.

Una ventaja de los materiales, es que dan forma a las estructuras matematicas sin
estar ligados necesariamente a los sistemas de notacion simbdlica. (Resnick & Ford).
El uso de objetos concretos ayuda a descubrir soluciones a las preguntas planteadas,
ya que los conceptos abstractos como las operaciones numéricas se vuelvan
familiares.

Durante el desarrollo de las dinamicas, se realizan preguntas que promueven el
analisis del comportamiento de las variables, por ejemplo: durante la construccion de
determinada obra, si aumenta el numero de albafiiles, ;Qué pasa con el tiempo de
construccion? Los alumnos deben comentar entre si, las posibles soluciones a los
cuestionamientos.

Esta propuesta muestra el uso de las diversas representaciones de los problemas,
como herramientas utiles para propiciar que el alumno descubra caminos a la
solucion, y que utilice simbolos para representar las variables.
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Capitulo 4.Propuesta Didactica

El capitulo muestra las estrategias didacticas pertinentes al estudio de la variacion
inversa, cabe sefalar que para llevar a cabo dichas estrategias, los estudiantes
deberan contar con conocimientos previos de aritmética basica, deberan entender el
concepto de proporciones, y conceptualizar cdmo se relacionan las variables.

En lo que respecta al tema especifico de variacion inversa, se espera que mediante el
desarrollo de las actividades propuestas, los estudiantes identifiquen las variables
involucradas en la situacién problematica, desarrollen acciones en las que logren
dividir o racionar la unidad implicita, sean capaces de multiplicar esta razén para
solucionar el problema y obtener una solucion.

41. Elementos de la propuesta didactica

De acuerdo con Lesh y Doerr (2000), los estudiantes deben “...desarrollar constructos
(modelos o sistemas conceptuales inmersos en una variedad de sistemas de
representacion) que proporcionan los fundamentos conceptuales para una
comprension de mayor profundidad y de mayor orden de muchas de las ideas mas
poderosas del curriculo de matematicas y ciencias preuniversitarias’.

La propuesta esta elaborada en base a este principio: las diversas representaciones
se pueden apreciar en las distintas etapas del proceso, que inicia con los
organizadores previos, posteriormente los problemas a resolver en equipo y
finalmente con la evaluacion individual.

Se sugiere que las actividades correspondientes a la revision de los organizadores
previos, asi como las del laboratorio de variacion inversa se lleven a cabo en equipos,
dado que en esta etapa de la propuesta es donde se propicia el didlogo y
comunicacion de las ideas de los alumnos acerca de los problemas y como
resolverlos. Finalmente se propone aplicar la evaluacion de forma individual, ya que
en esta etapa se pone a prueba el uso de las nuevas herramientas de solucion
adquiridas. Las preguntas planteadas propician la reflexion acerca de los fenémenos,
lo que posteriormente es util en el sentido de dirigir las estrategias de solucion.

A continuacion se incluyen las hojas de trabajo que conforman la propuesta didactica.
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Variacién inversa

Organizadores previos

Segun la teoria del aprendizaje significativo de Ausubel, el alumno debe poseer
los conocimientos previos adecuados para poder acceder a los conocimientos
nuevos. En este sentido, se precisan estrategias metodologicas que activen los
conceptos previos.

Estos organizadores pueden ser expositivos, proporcionando elementos donde
integrar la informacidn nueva, cuando el alumno tiene poco conocimiento de
esta, 0, pueden ser organizadores previos comparativos, en los que se
introduce el nuevo material estableciendo analogias entre lo nuevo y lo
conocido.

Las actividades siguientes, son parte de la propuesta didactica, pueden ser
incluidas como un encuadre para propiciar la reflexion del alumno, acerca de
como pueden variar dos grupos de datos, incluso, la informacion se puede
repartir por equipos como material de consulta.
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Ejemplo:

Nuestra tabla de mitades tendria la siguiente forma:

Rectangulos lunares
1 8
2 4
4 2
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Elabora una tabla de terceras partes, usando una hoja doblada como sigue:

Puedes dibujar un patrén de lunares, pero cuida que cada casilla formada,
contenga igual cantidad de estos, ahora llena la siguiente tabla

Cuadrados lunares
1
3
9

Expon tus resultados y explica la razon de los valores obtenidos.

¢Qué pasaria si en vez
iQue facil, 18 es de 18 hubiera 15

multiplo de 3y 9! puntos?
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Observa las siguientes figuras y determina la 32 fila. Esta tabla crea un conflicto
en la tercera fila, pues ya no podras contestar con un nimero entero, deberas
entonces, crear una correspondencia entre el trabajo de cada constructor con la
fraccion de hora que le corresponde.

J

Trabajadores 1? Hora 2% Hora 3% Hora 4% Hora

Respuesta: 1hr 20 min.

Fieeesstaaa!

Esta dinamica involucra la organizacion de una fiesta de
cumpleafios. Si se alquila un local por un precio fijo, calcula la
aportacion a los gastos segun el nimero de amigos que asistiran a
la fiesta.

Coloca los datos en una tabla que muestre la aportacién de cada
persona dependiendo del numero de invitados. ¢ Existe un numero
ideal de invitados?
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EL método de las proparciawes

Este método consiste, en plantear las magnitudes como igualdad entre dos
razones y calcular el valor de la incognita. Por ejemplo:

1. Establecer el supuesto y la pregunta cuidando que las magnitudes
relacionadas sean de la misma “especie’.

2. Establecer la proporcidn, invirtiendo alguna de las razones de la misma
‘especie”.

3. Calcular la incognita, aplicando la propiedad fundamental de las proporciones.

Ejemplo: 9 hombres pueden hacer una obra en 5 dias ¢ Cuéntos hombres harian
la obra en un dia?

hombres Dias
Supuesto 9 S
Pregunta 1
X 5
9 1

x =5 %9 = 45 hombres

Algunos alumnos consideran que para llegar a la respuesta es necesario saber
qué parte de la obra hace cada hombre en un dia, y con esta informacion deducir
la respuesta, por ejemplo: Si 9 hombres terminaron 1 obra en 5 dias, cada uno de
ellos realizé 1/9 parte de dicha obra durante 5 dias, luego, si consideramos que
de esa novena parte lo que se hace en un dia es una quinta de esta, entonces un

1 1 ; Yooy
hombre hace 5™ 5= = de la obra en un dia, luego entonces se necesitaria
contar con 45 hombres para terminarla en ese tiempo.
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Representaciones graficas.

4 )

Una llave de agua llena un tinaco en dos horas y otra llave en tres
horas. Las dos lleves juntas ¢ En cuanto tiempo llenan el tinaco?

Observe los dos tinacos, uno esté lleno hasta la
mitad, el otro una tercera parte, sabemos
entonces que ha pasado una hora, y que en

conjunto se ha juntado una cantidad % + § =

alun

4 )

Luego, si nos falta 1/6 parte del tinaco por llenar, y sabemos que
ambas llaves llenan en una hora 5/6 partes, entonces el tiempo que
nos falta es 1/5 parte de una hora, es decir 60/5=12.

Ambas llaves llenan el tinaco en 1hr 12min

\_ v

= EEN
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Usa Geogebra para resolver el problewa de Las Llaves

Entra al programa Geogebra y realiza las siguientes actividades:

1. Abre un espacio de trabajo, y en el menu “visualiza” da un clic en “cuadricula”.
Ajusta la escala de los ejes usando la herramienta “desplazamiento de zona
gréfica” dando un clic sobre los ejes y arrastrando el mouse de izquierda a
derecha.

2. Enla barra de herramientas elige “poligono” y crea un dibujo del tanque de agua,
de preferencia en la ubicacion mostrada en la figura.
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3. Enlabarra de entrada teclea “y=1/2x"para obtener una recta

4. Sobre la recta coloca un punto (l) y después traza una paralela al eje que pase
por dicho punto, nota que puedes desplazar este a lo largo de la recta y que con
él también se mueve la recta paralela a los ejes, luego traza un segmento de recta
azul dentro del tanque, (segmento k del dibujo) y en sus propiedades selecciona
la opcion “activa trazo” puedes ver como el tanque de agua se “llena” cuando
desplazas el punto | hacia la derecha, la paralela se comporta como el nivel del
agua.
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1. Por ultimo, haz doble clic en la ecuacion que esta enlistada en el recuadro
izquierdo de la pantalla (* i ” en la figura), y modificala para que quede asi

Yy = (%) x + G) x, obtendras lo siguiente

Contesta las siguientes preguntas:

¢ Puedes deducir el tiempo que tardaron las dos llaves en llenar el tanque sélo con
observar la escala?

¢ Qué representa el eje de las x? ¢ Qué representa la y?

Juega con la altura del agua en el tanque, modificala para saber como cambia el
tiempo de llenado, también cambia los coeficientes de la ecuacion e interpreta qué
significado tendria esto en el contexto del problema.
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Laboratorio de Variacion Inversa

A continuacién presentamos una serie de actividades disefiadas para despertar las
habilidades necesarias para resolver problemas de variacion inversa en los alumnos.

Bloques de construccion
Material: bloques de juguete.

El juego consiste en que los equipos estimen la cantidad de “albafiiles” necesarios
para terminar una tarea dada. Por ejemplo: calcula cuantas personas deben participar
armado un muro de 100 bloques, para que todas juntas lo terminen en un tiempo de
15 segundos. El equipo que estime mejor la cantidad de “albariiles” sera el ganador.

Estimaciones precisas
¢ Qué sucederia si en un equipo existen las siguientes restricciones:

+» El albafiil Jorge solo puede colocar un bloque por segundo

/

+» El albafiil Daniel solo puede colocar dos bloques por segundo

/

+¢ El albafiil Francisco solo puede colocar un bloque cada dos segundos

‘0

% ¢ Cuanto tardaria Jorge para terminar un muro de 20 bloques?

% ¢ Cuanto tardarian Jorge y Daniel juntos para terminar un muro de 20 bloques?

% ¢Cuanto tardarian Jorge, Daniel y Francisco juntos para terminar un muro de 20
bloques?

*

*

*

Carreras de tortugas.
Material: Papel, lapiz y un recipiente.

Se reunen 5 “corredores” y cada uno de ellos toma un papel de una tombola. En el
papel aparecera la velocidad a la que deben “correr”. Las velocidades pueden ir de 80
a 140 cm/ min.

Aqui gana el jugador que estime con exactitud y rapidez, el tiempo que le tomaria
completar un recorrido de 8 metros, aun si por mala suerte obtuviera la mas baja de
las velocidades, si contesta correctamente en primer lugar, gana la carrera.
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Evaluacion

Problema 1. Un automévil que viaja a una velocidad de 30 km/h, tarda 8 ihoras enir

de una ciudad a otra,

a.

¢, Cuanto menos hubiera tardado si la velocidad hubiera sido el triple de
30km/hr?

b. Realiza un dibujo donde representes la distancia entre las dos ciudades
c. ¢Que distancia recorre el automdvil en 1 hora? Marca esa distancia en el

dibujo anterior.
Si su velocidad fuera de 60 km por hora, ¢ Qué distancia recorre en 8.25
horas?

Problema 2. La sociedad de padres de familia del EMSaD Limones, han decidido
cercar la escuela con un muro de block. Hasta hoy se ha realizado la mitad de la obra,
para ello 9 hombres trabajaron durante 5 dias

a.
b.

¢ Cuantos hombres necesitan para terminar la obra en un dia?
El siguiente dibujo representa la obra construida (y lo que falta por hacer)
colorea la parte que construyo un solo trabajador en un dia.

= 1lll||[FEEEEEEEE

¢ Cuantas veces mas rapido se construira la obra?

Problema 3. Una llave de agua llena un tinaco en dos horas y otra llave en tres horas.

a.

El dibujo representa un tinaco que se llenara solo con la primera llave, dibuje
en nivel de agua que tendra en una hora.

Si a esta cantidad de agua afiadimos el agua que salié durante una hora de la

segunda llave, el tinaco se llena?
Las dos llaves juntas ¢ En cuanto tiempo llenan el tinaco?
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Una mirada a lo aprendido: Instrumentos de evaluacion

Una vez que se ha realizado un ciclo de dinamicas - organizadores previos, €s
importante que el alumno realice un ejercicio de evaluacion de lo aprendido.

La herramienta fue disefiada para que los estudiantes exploren las diversas
representaciones al resolver problemas de variacion inversa, ya que es parte de la
evaluacion el que realicen esquemas, y que los utilicen para resolver preguntas
asociadas al problema, es parte también del proceso natural de elaborar conjeturas y
comprobarlas, por ejemplo, un alumno puede conjeturar acerca de ¢ Cuanto tardara un
automavil en recorrer determinada distancia, si su velocidad aumenta al triple? La
conjetura puede ser faciimente validada o desechada al realizar un grafico en el cual
se solicita que ubique la posicidn del automovil después de una hora.

Los problemas han sido elegidos por su cotidianidad, algunos estan contextualizados
con la vida de la escuela, lo que permite al alumno abrir puertas a la solucion,
activando su memoria espacial, ya sea imaginando o recreando la situacion
problematica. Se tomaron en consideracion, los errores mas comunmente
encontrados, el analisis de las respuestas nos llevé a concluir que algunos estudiantes
tienen dificultad para conceptualizar la racionalizacion de un todo y su utilidad.

Los fundamentos tedricos sobre los cuales descansa la propuesta didactica son:
(1) El juego y trabajo colaborativo

(2) Ensefianza basada en problemas

(3) Diversas representaciones para abordar y resolver problemas.

El instrumento de evaluacion esta disefiado para conocer el nivel de profundidad de
los conocimientos de los estudiantes con respecto al tema de variacion inversa,
debido a que medir estas capacidades es un tema importante pero distinto de los
objetivos del presente trabajo, usaremos como referente, parte del documento
publicado por Kilpatrick(2001), que trata de las caracteristicas que debe mostrar un
alumno que ha aprendido matematicas.
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(a) Comprension conceptual, es decir comprension de conceptos, operaciones y
relaciones matematicas.

(b) Manejo fluido de procedimientos, es decir, si es habil para realizar procesos de
manera flexible, precisa, eficiente y apropiadamente.

(c) Competencia estratégica, esto es, si tiene habilidad para formular, representar y
solucionar problemas matematicos.

(d) Razonamiento flexible, es decir, si tiene capacidad para pensar, reflexionar,
explicar y justificar légicamente.

(e) Disposicion productiva o inclinacion para ver las matematicas como una disciplina
sensible, util y valiosa;

(f) Confianza en sus conocimientos y capacidades

La hoja de trabajo (anexo B), es el instrumento mediante el cual, podemos observar el
nivel de comprension del problema planteado y las herramientas con las que cuentan
los alumnos para resolverlo.

Por ejemplo, en el problema del automdvil que viaja a una velocidad dada, se solicita
a los alumnos que dibujen la distancia que hay entre las dos ciudades, y que
posteriormente ubiquen en ese mismo dibujo, la posicién del auto después de una
hora. Si el alumno no puede ubicar la posicion del auto después de una hora,
entonces no ha conceptualizado qué es la velocidad y tampoco tendra idea de qué
hacer con esta informacién.

Otro aspecto que puede ser evaluado mediante los dibujos de los alumnos, es su
competencia estratégica, es decir, su habilidad para representar el problema
planteado, y su habilidad para explotar las ventajas que esto ofrece.

Hiebert y Carpenter, (1992) mencionan que las matematicas son comprendidas si su
representacion mental es parte de una red de representaciones. El grado de
comprensidn viene determinado por el numero y la fuerza de las conexiones. De ahi
que si pueden verbalizar, dibujar, recrear el problema usando objetos concretos,
estamos teniendo pruebas de su comprension.
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4.2 Resultados de la implementacion de la secuencia didactica

Se trabaj6 con un grupo de 15 alumnos de primer semestre en noviembre de 2011, es
un grupo heterogéneo, se distinguen subgrupos de jovenes formados por lazos de
amistad. Algunos subgrupos son participativos, otros no muestran interés por lo
general con respecto a matematicas.

La secuencia inicié con una dinamica, ésta consistid en hacer que un grupo pequefio
de alumnos (entre 7 y 10 alumnos), calculara cuanto tiempo le tomaria a uno de sus
comparieros construir un muro con 50 bloques de juguete, al principio parecia una
subasta, se alentd a todos a dar un aproximado del tiempo necesario, mientras tanto,
un alumno del grupo, cronometr6 el tiempo que le tomd a su compariero realizar la
obra.

Una vez que todos supieron cuanto habia tardado una persona en concluir la obra, se
solicitaron nuevos constructores, esta vez fueron dos los que construyeron la obra. Se
solicité a todos los demas alumnos que realizaran una aproximacion acerca de cuanto
tardaran ambos en realizar la misma obra de 50 blogues.

Luego de que se observa claramente que el tiempo de construccion disminuye con el
numero de constructores, comenzamos con las restricciones. Solicitamos entonces a
dos de los alumnos que cronometraran y sefialaran a los constructores cuando
colocar un bloque. Asi pudimos preguntar a los demas ;Cuanto tiempo les tomara
construir un muro de 50 bloques, a Juan y a Pedro, si Juan solo puede colocar 3 por
minuto y Pedro 67

Fue importante colocar los datos obtenidos en tablas. Los alumnos debieron explicar
el origen de sus estimaciones, usando dibujos, los bloques o verbalmente. La
siguiente etapa consistio en hacer que los alumnos a resolvieran problemas de
variacion inversa, es aqui donde se motiva la creatividad de los alumnos, mostrando
las diversas representaciones que puede tener un problema.

Por ultimo, en una tercera sesion se aplicé la hoja de trabajo ANEXO B, que nos
permitié medir la profundidad del aprendizaje de los alumnos. A continuacion se
muestran las preguntas realizadas y los resultados.
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Problema 1. Un automovil que viaja a una velocidad de 30 km/h, tarda 8 ihoras enir

de una ciudad a otra,

e. ¢Cuanto menos hubiera tardado si la velocidad hubiera sido el triple de
30km/hr?

f.  Realiza un dibujo donde representes la distancia entre las dos ciudades

g. ¢Qué distancia recorre el automovil en 1 hora? Marca esa distancia en el
dibujo anterior.

h. Si su velocidad fuera de 60 km por hora, ; Qué distancia recorre en 8.25
horas?

Problema 2. La sociedad de padres de familia del EMSaD Limones, han decidido

cercar la escuela con un muro de block. Hasta hoy se ha realizado la mitad de la obra,

para ello 9 hombres trabajaron durante 5 dias

c. ¢Cuantos hombres necesitan para terminar la obra en un dia?
d. El siguiente dibujo representa la obra construida (y lo que falta por hacer)
colorea la parte que construyo un solo trabajador en un dia.

f. ¢ Cuéntas veces mas rapido se construira la obra?

Problema 3. Una llave de agua llena un tinaco en dos horas y otra llave en tres horas.

d. El dibujo representa un tinaco que se llenaréa solo con la primera llave, dibuje
en nivel de agua que tendréa en una hora.

e. Sia esta cantidad de agua afiadimos el agua que sali6 durante una hora de la

segunda llave, ¢ el tinaco se llena?
f. Las dos llaves juntas ¢ En cuanto tiempo llenan el tinaco?
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Resumen de resultados

Problema uno

Problema dos

Problema tres

e Dos alumnos contestaron 2
hr,

e Dos alumnos contestaron
5hr 30 min, un alumno
contestd 2hr 42 min,

e Seis alumnos contestaron
2hr 45 min,

e Dos alumnos contestaron 5
horas 30 segundos,

e Dos alumnos contestaron
5hr 30 min.

e Dos alumnos contestaron
que la obra necesitaba de
18 albafiiles

e Diez alumnos contestaron
que se necesitaban 45
albafiiles para terminar la
obra

e Un alumno contest6 que
se necesitaban 90 albafiles

¢ Un alumno no contesté al
cuestionamiento.

e Doce alumnos marcaron
correctamente el nivel del
agua en el tanque después
de una hora,

e Tres alumnos no marcaron
el nivel del agua en los
tanques.

e Seis alumnos realizaron un
dibujo simple sin escala
para representar la
distancia entre las dos
ciudades,

e Tres alumnos realizaron
dibujos con escalas, pero
estas estaban mal
proporcionadas.

¢ Cinco alumnos elaboraron
un dibujo con escala, Un
alumno no realizd
esquemas.

e Cuatro alumnos omitieron
usar el dibujo,

e (Cuatro personas
colorearon sin proporcion la
parte que corresponde a un
dia de trabajo,

e Siete personas colorearon
correctamente la parte
proporcional a un dia de
trabajo de un albaiil

e Cuatro alumnos
contestaron de forma
incorrecta,

e Dos alumnos no
contestaron la pregunta.

¢ Nueve alumnos
contestaron correctamente
ala pregunta

¢ Cinco alumnos marcaron
correctamente la posicion
del automavil,

e Dos alumnos ubicaron mal
la posicion del vehiculo.

e Todos los alumnos tienen
como respuesta 495km

e Diez alumnos contestaron
que la obra se construiria 5
veces mas rapido

e Dos alumnos llegaron
correctamente a la solucion
del problema,

e  Cuatro alumnos realizaron
aproximaciones a la
respuesta, la variacion
maxima entre el resultado
correcto y su aproximacion
fue de 18 minutos, mientras
que la respuesta mas
préxima vario en 5 minutos.

e Nueve alumnos no llegaron
a la respuesta.
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Capitulo 5. Comentarios y Observaciones

Los estudiantes exploraron nuevas formas de resolver los problemas de variacion
inversa, una vez que usan las diversas representaciones y que han desarrollado la
secuencia. A diferencia de la primera evaluacién, una mayor cantidad de alumnos
utilizd dibujos.

También el numero de aciertos aumento; por ejemplo: al resolver el problema del
automovil que viaja al triple de la velocidad, sin secuencia didactica, 31% contestaron
correctamente mientras que usando la secuencia, un 40% contestd correctamente.
Cabe sefialar que aunque pareciera que este ultimo valor no es significativo,
observamos que dentro del grupo que no llegé a la solucion, una tercera parte se
aproximo a la respuesta; lo importante es que, ya puede observarse un sentido en las
respuestas, los esfuerzos de los alumnos estan enfocados en refinar su técnica para
llegar a la solucion exacta, en encontrar un algoritmo.

El proceso de simbolizar un fendmeno ya sea de forma algebraica 0 mediante otros
recursos, es un indicador del nivel de dominio de un concepto. A continuacion se
muestra como una representacion puede evidenciar lo anterior, y sobre todo, como
influyd esto en la solucidn del problema. En este caso puede apreciarse que el alumno
muestra que un auto viaja tres veces mas rapido que otro. Entonces dado que es tres
veces mas rapido hubiera tardado 2 horas y 45 min en realizar el trayecto, hubiera
ahorrado 5 horas 30 min de viaje.

Compara la
distancia
recorrida a
diferentes
velocidades.
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La siguiente imagen muestra como algunas de las preguntas planteadas sirven para
confrontar las ideas del alumno contra lo que se supone es una representacion de la
realidad, esto a veces nos lleva a replantear nuestras ideas, acerca de la solucion del

problema. Por ejemplo:

1. Convierte
a minutos

3. Al intentar marcar esta distancia en su

dibujo (en donde ha marcado el avance del

auto por horas), da cuenta del error y se
auto- corrige

2. Intenta
obtener la
distancia entre
las ciudades al
multiplicar
30*495

En el problema de los albafiles, el porcentaje de estudiantes que contestaron
correctamente sin haber seguido la secuencia, fue del 15%, sin contar que algunas
respuestas curiosamente eran correctas por cuestiones del azar. El numero de
aciertos de los alumnos que siguieron la secuencia, fue de un 66%.

Por ultimo, en el problema de los tanques, mientras los alumnos que no siguieron la
secuencia no pudieron llegar a una respuesta, 13% contestaron correctamente una

vez que siguieron la
secuencia, mientras que un
26% se aproximo a la
respuesta.

Como se muestra en la
imagen, el alumno
representa correctamente
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el problema. Este simple dibujo puede evitar errores comunes como el de sumar el
tiempo de llenado.

Un aspecto que considero importante es: durante el desarrollo de la dindmica donde
se usaron bloques para construir muros, los resultados fueron producto de iteraciones
en las que los alumnos se corregian entre si, como en una caceria, algunos exponian
en voz alta su estrategia, mientras otros elegian el método que estaba mejor
argumentado.

Durante el desarrollo de la secuencia didactica se observd una mayor participacion de
los alumnos que generalmente no se involucraban con ideas durante la clase. Ha sido
importante observar que la validacion tangible de los resultados de los problemas es
un aspecto importante tanto para los alumnos que tienen problemas para aprender
matematicas como para los que no los tienen.

Los alumnos que presentan dificultades para resolver problemas en matematicas,
comunmente se ven abrumados con la toda la informacidén acerca del problema. Es
igual que perderse en un jardin en forma de laberinto, comparado con resolver el
mismo laberinto sobre papel. Es diferente cuando se puede “ver” el rumbo de las
estrategias de solucion, centrar la atencion en lo verdaderamente importante y
autocorregir nuestros desvios. “‘Las matematicas son comprendidas, si su
representacion mental es parte de una red de representaciones.” (Hiebert &
Carpenter, 1992)

En este sentido, “el proceso de construccion del concepto de numero racional, exige
un proceso lento de dominio e integracion de nuevos significados... para alcanzar la
comprension, es necesario el dominio coordinado de dos o mas sistemas de
representacion” (Kaput, 1992)
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ANEXOS

Anexo A

A continuacién se muestra una lista de problemas que el alumno debe poder resolver
una vez que ha concluido el primer semestre de Bachillerato. Los problemas se
aplicaron con el propdsito de conocer las dificultades de los alumnos en dos rondas
distintas, en la primera se asignaron los problemas 1,3 y 7, mientras que en una
segunda ronda se asignaron los problemas 2,4 y 5.

A cada equipo se le asigné un conjunto de problemas a resolver. El objetivo es tomar
nota, de:

e Silos alumnos llegaron a la solucion, ¢ cuales fueron los pasos que siguieron?
Tuvieron alguna dificultad?

e Silos alumnos no llegaron a la respuesta, tomar nota de cuéles han sido las
dificultades y los errores que se cometen con mas frecuencia.

En esta etapa del estudio, es importante conocer los conocimientos previos que los
estudiantes toman como base para dar solucion al problema. Esto sera mediante una
entrevista simple y los analisis de los apuntes y operaciones realizadas durante el
proceso.

Algunas preguntas de la entrevista fueron:

—

¢ Qué pasos seguiste para llegar al resultado?

2. ¢ Por qué multiplicaste estos nimeros?

w

¢, Cudl es el sentido de dividir entre x numero?

ne

¢ Habias resuelto problemas de este tipo con anterioridad?
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Una vez finalizada la actividad, se procedié al andlisis de la evaluacion escrita, la
informacion se condensé en tablas que se muestran en el capitulo cuarto. El andlisis
lleva al planteamiento de la secuencia didactica.

Problemas que el alumno debe poder resolver

Los problemas que al final del curso propuesto, los estudiantes deberan poder

resolver son

1. 9 hombres pueden hacer una obra en 5 dias ¢ Cuantos hombres harian la obra
en un dia? Cuantos hombres para hacerla en 15 dias?

2. Una cuadrilla de obreros emplea 14 dias trabajando 8 horas diarias en realizar
cierta obra, si hubieran trabajado una hora menos al dia ;/En cuantos dias

habrian terminado la obra?
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. Un automévil que viaja a 30 km/h de velocidad, tarda 8 1/4 horas en ir de una
ciudad a otra, 4 Cuanto menos hubiera tardado si la velocidad hubiera sido el
triple?

. Un grupo de 500 personas tiene viveres para 20 dias, a razén de 3 razones
diarias. ¢Cuantas raciones debera tomar cada persona si se desea que los
viveres duren 5 dias mas?

. Una cuadrilla de 15 hombres se compromete a terminar en 14 dias cierta obra.
Al cabo de 9 dias, solo han hecho 3/7 de la obra ;con cuantos hombres
tendran que ser reforzados para terminar a obra en el tiempo acordado?

. Un viejo desea repartir entre sus nietos, la cantidad de 15000 pesos en forma
inversamente proporcional a su edad, ellos tienen 15, 12 y 10 afios.

. Una llave de agua llena un tinaco en dos horas y otra llave en tres horas. Las
dos lleves juntas ¢ En cuanto tiempo llenan el tinaco?

. Segun la Ley de Boyle, a temperatura constante la presion P de un gas
comprimido es inversamente proporcional al volumen V. Suponiendo que la
presion es de 25libras por pulgada cuadrada, cuando el volumen del gas es de
400 pulgadas cubicas, calcular la presion cuando el gas se comprime a 200
pulgadas cubicas.

. Dado que y varia inversamente con x, y y=3 cuando x es igual a 8, escribe y
grafica la funcién de variacion inversa.

56



Anexo B

TEMA: VARIACION INVERSA

Nombre del alumno Fecha / [

Resuelve los siguientes problemas.

1. Un automovil que viaja a una velocidad de 30 km/h, tarda 8 %horas en ir de una ciudad a

otra, ¢Cuanto menos hubiera tardado si la velocidad hubiera sido el triple de
30km/hr?

Realiza un dibujo donde representes la distancia entre las dos ciudades.

¢Qué distancia recorre el automavil en 1 hora? Marca esa distancia en el dibujo anterior.
Si su velocidad fuera de 60 km por hora, ¢Qué distancia recorre en 8.25 horas?

2. Lasociedad de padres de familia del EMSaD Limones, han decidido cercar la escuela
con un muro de block. Hasta hoy se ha realizado la mitad de la obra, para ello 9 hombres
trabajaron durante 5 dias ¢ Cuantos hombres necesitan para terminar la obra en un dia?

El siguiente dibujo representa la obra construida (y lo que falta por hacer) colorea la
parte que construyé un solo trabajador en un dia.

¢ Cuantas veces mas rapido se construira la obra?

3. Una llave de agua llena un tinaco en dos horas y otra llave en tres horas.

El dibujo representa un tinaco que se llenara solo con la primera
Ilave, dibuje en nivel de agua que tendra en una hora.

Si a esta cantidad de agua afiadimos el agua que salié durante una
hora de la segunda llave, ¢el tinaco se llena?

Las dos llaves juntas ¢En cuanto tiempo llenan el tinaco?
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Anexo C

Laboratorio de Variacion Inversa

A continuacién presentamos una serie de actividades disefiadas para despertar las
habilidades necesarias para resolver problemas de variacién inversa en los alumnos.

Bloques de construccion
Material: blogues de juguete.

El juego consiste en que los equipos estimen la cantidad de “albaiiles” necesarios para
terminar una tarea dada. Por ejemplo: calcula cuantas personas deben participar armado
un muro de 100 bloques, para que todas juntas lo terminen en un tiempo de 15 segundos.
El equipo que estime mejor la cantidad de “albaiiiles” sera el ganador.

Estimaciones precisas

¢Qué sucederia si en un equipo existen las siguientes restricciones?:

X/
o

El albanil Jorge solo puede colocar un bloque por segundo

X3

*

El albaiil Daniel solo puede colocar dos bloques por segundo

X3

*

El albanil Francisco solo puede colocar un bloque cada dos segundos

X/
o

¢Cuanto tardaria Jorge para terminar un muro de 20 bloques?

X3

S

¢Cuanto tardarian Jorge y Daniel juntos para terminar un muro de 20 bloques?

X/
o

¢Cuanto tardarian Jorge, Daniel y Francisco juntos para terminar un muro de 20
bloques?

Carreras de tortugas.
Material: Papel, lapiz y un recipiente.

Se reunen 5 “corredores” y cada uno de ellos toma un papel de una témbola. En el papel
aparecera la velocidad a la que deben “correr”. Las velocidades pueden ir de 80 a 140
cm/ min.

Aqui gana el jugador que estime con exactitud y rapidez, el tiempo que le tomaria
completar un recorrido de 8 metros, aun si por mala suerte obtuviera la mas baja de las
velocidades, si contesta correctamente en primer lugar, gana la carrera.
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